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1 Einleitung

Advektionsprozesse sind für atmosphärische Strömungen von fundamentaler Bedeu-
tung für den räumlichen Austausch von Impuls und Skalaren. Bei der numerischen
Simulation der atmosphärischen Grenzschicht entstehen bei der Diskretisierung der
Advektionsterme Fehler, welche die physikalischen Prozesse maÿgeblich beein�ussen
können. Das Ziel dieser Arbeit ist die Weiterentwicklung und Implementierung eines
Advektionsschemas höherer Ordnung in dem parallelisierten Large-Eddy-Simulations
Modell PALM, um die physikalischen Prozesse in der atmosphärischen Grenzschicht
besser beschreiben zu können.

Die atmosphärische Grenzschicht ist der unterste Teil der Troposphäre, in der der
Ein�uss der Erdober�äche durch Reibung und Erwärmung bzw. Abkühlung direkt
wahrnehmbar ist. Durch turbulente Flüsse von Impuls und Skalaren �ndet ein verti-
kaler Austausch statt, woraus sich für jede Situation charakteristische Vertikalpro�le
der Windgeschwindigkeit, Temperatur und Feuchte ergeben (Kraus, 2008). Die atmo-
sphärische Grenzschicht lässt sich in drei Einzelschichten untergliedern. Am Boden
ist die nur wenige Millimeter dicke viskose Unterschicht zu �nden, in der Wärme
sowie Feuchte ausschlieÿlich durch molekulare Di�usion transportiert werden. Dar-
über schlieÿt sich die Prandtl-Schicht an, die eine vertikale Erstreckung zwischen 20
und 100 m aufweist. Turbulente Flüsse sind in der Prandtl-Schicht annähernd höhen-
konstant. Der Ein�uss der Corioliskraft ist gering, sodass kaum eine Winddrehung
mit der Höhe erfolgt. Oberhalb der Prandtl-Schicht be�ndet sich die Ekman-Schicht.
Diese erstreckt sich bis zur Obergrenze der atmosphärischen Grenzschicht in etwa ein
bis zwei Kilometern Höhe. Turbulente Flüsse nehmen in der Ekman-Schicht mit der
Höhe ab und verschwinden mit dem Übergang zur freien Atmosphäre fast vollständig
(Etling, 2002).
Es lassen sich drei Grundtypen der atmosphärischen Grenzschicht unterscheiden. Die
rein dynamische Grenzschicht, oder auch neutrale Grenzschicht genannt, lässt sich
allein durch die Bewegungsgleichungen beschreiben und zeichnet sich durch einen
adiabatischen Temperaturgradienten aus. Vorzu�nden ist die neutrale Grenzschicht
oftmals unter starker Bewölkung bei hohen Windgeschwindigkeiten. Wie in der neu-
tralen Grenzschicht, wird in der stabilen Grenzschicht die Turbulenz allein durch
Windscherung produziert. Die stabile Grenzschicht zeichnet sich durch eine Zunah-
me der potentiellen Temperatur mit der Höhe aus und ist oftmals nur wenige Hundert
Meter dick. Dieser Typ Grenzschicht entsteht meist nachts durch Ausstrahlung am
Boden. Des Weiteren gibt es die konvektive Grenzschicht, die durch eine bodenna-
he, labil geschichtete Prandtl-Schicht, eine darüberliegende gut durchmischte Schicht
und eine nach oben abschlieÿende Inversion gekennzeichnet ist. Durch Erwärmung
am Boden wird Turbulenz vorwiegend durch Auftriebskräfte produziert.
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1 Einleitung

Vor allem in der neutralen und der konvektiven Grenzschicht sind Advektionsprozesse
von groÿer Bedeutung. Ein Ein�uss von Advektionsschemen auf die Simulation einer
atmosphärischen Grenzschicht ist vor allem in der Nähe groÿer Gradienten gegeben.
So vermuten Stevens et al. (1999) eine explizite Abhängigkeit der Entrainment�üsse
von dem verwendeten Advektionsschema. Nach Brown et al. (2000) hängt die Pro-
duktion von Turbulenzenergie durch Scherung entscheidend von der Genauigkeit der
Approximation der Advektionsterme ab. Durch Finite-Di�erenzen Approximation der
Advektionsterme entstehen Diskretisierungsfehler, welche einen Ein�uss auf kleinere
Turbulenzskalen besitzen (Glendening und Haack, 2001). Bei der Large-Eddy Simu-
lation (LES) wird eine Skalentrennung zwischen den groÿen energietragenden und den
kleinen energiearmen isotropen Skalen vollzogen. Die groÿen Skalen werden dazu ex-
plizit aufgelöst, wohingegen die kleinen Skalen durch ein Subskalenmodell modelliert
werden. Die für die Skalentrennung erforderliche räumliche Filterung der Modell-
gleichungen wird nicht nur durch die implizite Filterung des Gitters, sondern auch
durch Diskretisierungsfehler beein�usst. Diese wirken wie ein zusätzlicher Filter mit
der e�ektiven Filterweite ∆eff . Nach Sengupta und Nair (1999) hängt die Simula-
tion turbulenter Strömungen bei hohen Reynolds-Zahlen maÿgeblich von der e�ek-
tiven Filterung des Advektionsschemas ab. Dabei können die Diskretisierungsfehler
in der Gröÿenordnung der subskaligen Flüsse liegen, wodurch das Energiespektrum
bei hohen Wellenzahlen verfälscht wird und auch die subskaligen Flüsse beein�usst
werden (Kravchenko und Moin, 1996). Diskretisierungsfehler werden in Dissipations-
fehler und Dispersionsfehler unterschieden. Dissipationsfehler wirken stabilisierend
auf die numerische Lösung, verursachen aber eine numerisch bedingte Di�usion, wel-
che kleinskalige Strukturen dämpft. Dispersionsfehler führen hingegen zu numerischen
Oszillationen und beein�ussen so den physikalischen Energietransfer von groÿen zu
kleinen Turbulenzskalen (Glendening und Haack, 2001). Durch Verwendung von Ad-
vektionsschemen höherer Ordnung wird im Allgemeinen die e�ektive Filterweite ver-
ringert und Strukturen besser durch die Diskretisierung aufgelöst. Zentrierte Advek-
tionsschemen besitzen keine Dissipationsfehler. Jedoch wirkt sich dies negativ auf die
Stabilitätseigenschaften der numerischen Lösung aus, sodass Schemen höherer Ord-
nung meist nur in Verbindung mit numerischer Dissipation verwendet werden können
(Durran, 1999). Dadurch werden jedoch Eigenschaften des Subskalenmodells durch
die Diskretisierung nachgeahmt, was zu einer Modi�kation der subskaligen Flüsse
führt (Brown et al., 2000). Daher ist die Verwendung dissipativer Schemen in LES
bislang umstritten. So sind nach Park et al. (2004) dissipative Schemen für LES un-
geeignet, da vor allem in der Nähe fester Berandungen die numerische Dissipation in
derselben Gröÿenordnung wie die physikalisch Modellierte liegt. Brown et al. (2000)
sowie Otte und Wyngaard (2001) stellen hingegen einen positiven E�ekt numerischer
Dissipation auf die Simulation von Entrainmentprozessen fest.
Im Rahmen dieser Arbeit wird der Ein�uss von Diskretisierungsfehlern auf die Simu-
lation physikalischer Prozesse untersucht. Dazu werden ausgewählte Simulationen mit
dem bisher in PALM verwendeten Advektionsschema zweiter Ordnung von Piacsek
und Williams (1970) (PW) und dem dissipativen Schema fünfter Ordnung von Wi-
cker und Skamarock (2002) (WS5) durchgeführt und deren Ergebnisse miteinander
verglichen. Dabei wird vorrangig auf die Interaktion zwischen Diskretisierungsfehlern
und dem Subskalenmodell eingegangen, um die Zusammenhänge besser verstehen zu
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1 Einleitung

können. Des Weiteren wird versucht, WS5 durch eine geeignete Kontrolle der nume-
rischen Dissipation zu verbessern, um somit den Ein�uss auf das Subskalenmodell
reduzieren zu können. Dazu soll die numerische Dissipation numerische Oszillationen
dämpfen und stabilisierend auf die numerische Lösung wirken, gleichzeitig aber eine
Dämpfung der eigentlichen turbulenten Strukturen vermieden werden. Der Ein�uss
der Dissipationskontrolle auf Simulationsergebnisse wird anhand einer konvektiven
Grenzschicht untersucht.

Der Aufbau dieser Arbeit gliedert sich wie folgt. Zunächst wird in Kapitel 2 eine Ein-
führung über Turbulenz in der atmosphärischen Grenzschicht sowie deren numerische
Simulation gegeben. Darauf folgt eine Beschreibung der in dieser Arbeit verwendeten
physikalischen und numerischen Aspekte des LES-Modells PALM. Ein Überblick der
in PALM verwendeten Parallelisierungsstrategie sowie die Programmstruktur folgt
anschlieÿend.
In Kapitel 3 ist eine Übersicht verschiedener Diskretisierungsansätze des Advekti-
onsterms und deren generelle Eigenschaften zu �nden. Im Anschluss daran wird das
Verfahren 5. Ordnung von Wicker und Skamarock (2002) vorgestellt und dessen nu-
merische Eigenschaften genauer analysiert. Danach werden Ergebnisse idealisierter
Advektionstests vorgestellt. Bevor Methoden zur Kontrolle der numerischen Dissipa-
tion vorgestellt und anhand idealisierter Advektionstests getestet werden, wird der
Ein�uss von Diskretisierungsfehlern auf das Subskalenmodell und die sich daraus er-
gebende Motivation zur Kontrolle der numerischen Dissipation herausgearbeitet.
Die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführte Implementierung von WS5 in PALM,
die sich damit ergebenden Änderungen im Quellcode sowie die Optimierung der Ad-
vektionsmodule werden in Kapitel 4 beschrieben.
Die Validierung von WS5 mit PALM folgt in Kapitel 5. Darin wird anfangs ein
weiterer Test für die nichtlineare Impulsadvektion vorgestellt. Auftretende Probleme,
die durch WS5 in Bodennähe entstehen, sowie deren Lösung werden anschlieÿend be-
schrieben. Danach wird der Ein�uss von Diskretisierungsfehlern anhand von Simula-
tionsergebnissen einer neutralen sowie konvektiven Grenzschicht demonstriert. Damit
einhergehend wird das Verhalten der Dissipationskontrolle in turbulenten Strömun-
gen untersucht. Anschlieÿend werden anhand einer LES-Vergleichsstudie Ergebnisse
von Simulationen unter Verwendung von WS5 validiert und mit PW verglichen.
Das abschlieÿende Kapitel 6 enthält eine Zusammenfassung und gibt einen Ausblick.
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2 Large-Eddy Simulation

In diesem Kapitel werden zunächst einleitende Bemerkungen zur Beschreibung tur-
bulenter Strömungen und deren numerische Simulation gegeben. Nachfolgend wer-
den die in dieser Arbeit verwendeten physikalischen und numerischen Aspekte des
parallelisierten Large-Eddy-Simulations Modells PALM vorgestellt. Im Anschluss
daran wird auf die Parallelisierung des Modells sowie dessen Programmstruktur ein-
gegangen.

2.1 Beschreibung turbulenter Strömungen

Turbulente Strömungen sind dreidimensionale stochastische Bewegungen des betref-
fenden Fluids, die instationär und rotationsbehaftet sind. Dadurch werden Impuls
und skalare Gröÿen räumlich ausgetauscht. Dieser, als turbulente Di�usion bezeich-
nete Prozess, ist um mehrere Gröÿenordnungen gröÿer als die molekulare Di�usion
(Fröhlich, 2006). Die räumliche sowie zeitliche Skala der Turbulenz umfasst einen
weiten Bereich. So besitzen die gröÿten Wirbel in der atmosphärischen Grenzschicht
Durchmesser in der Gröÿenordnung von 103 m. Die kleinsten aktiven Wirbel besitzen
Durchmesser von 10−3 m. Die zeitliche Skala der Wirbelstrukturen reicht von Bruch-
teilen von Sekunden bis Stunden (Stull, 1988).
Eine Maÿzahl für die Turbulenz ist die dimensionslose Reynolds-Zahl :

Re =
U L

ν
. (2.1)

U und L sind typische Geschwindigkeits- und Längenskalen der betrachteten Strö-
mung. ν steht mit den kleinsten dissipativen Wirbeln in Verbindung und wird als
kinematische Viskosität des betre�enden Fluids bezeichnet. Die Reynolds-Zahl kann
als das Verhältnis zwischen Trägheitskraft und Reibungskraft interpretiert werden
(Stull, 1988). Strömungen werden turbulent, wenn eine kritische Reynolds-Zahl von
etwa 103 überschritten wird (Fröhlich, 2006). Typische Reynolds-Zahlen für die atmo-
sphärische Grenzschicht liegen in der Gröÿenordnung von 108, sodass die Strömung
in der atmosphärischen Grenzschicht immer turbulent ist (Stull, 1988).
Die groÿen anisotropen Skalen enthalten den Groÿteil der turbulenten kinetischen
Energie (TKE), wohingegen die kleinen isotropen Skalen nur einen geringen Anteil
an der TKE einer Strömung ausmachen. In Abbildung 2.1 ist die spektrale Dichte
der TKE STKE gegen die Wellenzahl κ logarithmisch aufgetragen. Im Bereich kleiner
Wellenzahlen (groÿer Wellenlängen) wird TKE durch Scherung des Grundstromes
und Auftrieb produziert. Dieser Bereich wird häu�g als Produktionsbereich P be-
zeichnet. Im Inertialbereich I, häu�g auch Trägheitsbereich genannt, zerfallen groÿe
Wirbel in immer Kleinere. Dieser Energietransfer von groÿen zu kleinen Skalen wird
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2.1 Beschreibung turbulenter Strömungen

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der spektralen Dichte der TKE in Abhän-
gigkeit von der Wellenzahl. P bezeichnet den Produktionsbereich, I den Inertial-
oder auch Trägheitsbereich und D den Dissipationsbereich (nach Kraus, 2008).

auch Energiekaskade genannt und folgt im Inertialbereich der Beziehung:

S ∝ κ−
5
3 . (2.2)

Der Energietransfer hängt im Inertialbereich nur von der Dissipation ab. Im Dissi-
pationsbereich D zerfallen die Wirbel so lange in immer Kleinere, bis ihre kineti-
sche Energie durch molekulare Reibung vollständig in innere Energie (Wärme) um-
gewandelt ist. Ein typisches Maÿ für die Wirbelgröÿe im Dissipationsbereich ist die
Kolmogorov-Länge

η ∼
(
ν3

ε

) 1
4

, (2.3)

mit der Dissipationsrate ε und der kinematischen Viskosität ν. η = 10−3 m ist eine
typische Gröÿenordnung für die kleinsten aktiven Wirbel in der atmosphärischen
Grenzschicht (Kraus, 2008).

Es existieren verschiedene Ansätze turbulente Strömungen zu simulieren. Zu den drei
wesentlichen Ansätzen gehören (Breuer, 2006):

� DNS: Direkte Numerische Simulation,

� RANS: Reynolds-Averaged Navier-Stokes,

� LES: Large-Eddy Simulation.

Bei der DNS werden alle Turbulenzskalen explizit aufgelöst. Durch Einsatz geeigneter
numerischer Verfahren und ausreichend feiner Gitter liefert die DNS praktisch exak-
te Ergebnisse. Da turbulente Strömungen dreidimensionale Phänomene sind, steigt
die benötigte Gitterpunktanzahl mit Re

9
4 an (Breuer, 2006). Aus diesem Grund ist

es bei der heutigen Rechenleistung nicht möglich eine DNS für die atmosphärische
Grenzschicht durchzuführen.

5



2.2 Grundgleichungen

Dem RANS-Ansatz liegt eine Reynolds-Mittelung der Navier-Stokes Gleichungen zu-
grunde, sodass nur die zeitliche Entwicklung des Ensemble-Mittels betrachtet wird.
Infolge der Mittelung und der Nichtlinearität der Navier-Stokes Gleichungen treten
Terme auf, die turbulente Gröÿen enthalten (Etling, 2002). Diese Terme werden durch
geeignete Parametrisierungen beschrieben. Der Speicherbedarf und die benötigte Re-
chenleistung von RANS-Modellen ist gering verglichen mit der DNS. Jedoch sind
RANS-Modelle aufgrund der starken Abhängigkeiten von Parametrisierungen für ei-
ne detaillierte Simulation turbulenter Strömungen ungeeignet und kommen eher dort
zum Einsatz, wo es um die Untersuchung mittlerer Gröÿen geht (Fröhlich, 2006).
Die LES wird häu�g als Mittelweg zwischen DNS und RANS bezeichnet, was sich zum
einen auf das grundlegende Konzept der Skalentrennung und zum anderen auf die be-
nötigte Rechenzeit bezieht. Bei der LES werden die gröÿerskaligen energietragenden
Wirbel explizit aufgelöst, wohingegen die kleinskaligen energiearmen Wirbel (Subska-
len) modelliert werden. Subskalenmodelle hängen im Vergleich zu RANS-Modellen
weniger stark von Parametrisierungen ab, da nur der Teil des Turbulenzspektrums
kleiner einer Abschneidelänge ∆ modelliert werden muss, der aufgrund der univer-
sellen Eigenschaften der kleinen Skalen deutlich einfacher zu beschreiben ist. Dazu
ist es notwendig, dass die kleinsten noch aufgelösten Wirbel im Inertialbereich liegen
und universelle Eigenschaften aufweisen, damit die den Energietransfer bestimmende
Dissipation durch das Subskalenmodell richtig modelliert werden kann. Aufgrund der
Skalentrennung entfällt die Beschränkung auf kleine Re wie bei der DNS. Nichtsde-
stotrotz stellt die LES vergleichbar hohe Anforderungen an den Speicherbedarf und
die Rechenleistung heutiger Groÿrechner wie die DNS (Breuer, 2006).

2.2 Grundgleichungen

Die Grundlage zur Beschreibung atmosphärischer Bewegungsvorgänge in einem ro-
tierenden, kartesischen Koordinatensystem bilden die Bewegungsgleichungen

∂ui
∂t

= −uk
∂ui
∂xk

− εijk fj uk − g δi3 −
1
ρ

∂p

∂xi
+ νm

(
∂2ui
∂x2

k

+
1
3
∂

∂xi

∂uk
∂xk

)
, (2.4)

der erste Hauptsatz der Thermodynamik

∂θ

∂t
= −uk

∂θ

∂xk
+ νh

∂2θ

∂x2
k

+Qθ, (2.5)

die Kontinuitätsgleichung

∂ρ

∂t
= −∂ (uk ρ)

∂xk
(2.6)

sowie Erhaltungsgleichungen für aktive und passive Skalare

∂s

∂t
= −uk

∂s

∂xk
+ νs

∂2s

∂x2
k

+Qs. (2.7)

Es gilt für die Indizes i, j, k ∈ {1, 2, 3}. ui steht für die drei Geschwindigkeitskom-
ponenten u, v, w und xi für die kartesischen Raumrichtungen x, y, z. εijk ist der
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2.2 Grundgleichungen

alternierende Einheitstensor, fi = (0, 2Ω cos(ϕ), 2Ω sin(ϕ)) sind die Coriolisparame-
ter mit der Winkelgeschwindigkeit Ω der Erde und der geographischen Breite ϕ. δij
ist das Kronecker-Symbol, g die Schwerebeschleunigung, ρ die Dichte, p der Druck, Θ
die potentielle Temperatur, Qh und Qs sind Quell- bzw. Senkraten und νm, νh sowie
νs die molekularen Di�usionskoe�zienten für Impuls, Wärme und Skalare.
Die thermodynamischen Zustandsvariablen Druck, Dichte und Temperatur stehen
über die ideale Gasgleichung wie folgt in Verbindung:

p = ρRT. (2.8)

Θ ist mit der Lufttemperatur T und dem Druck p auf folgende Weise verknüpft:

θ(z) = T (z)
(

1 000 hPa
p(z)

) R
cp

, (2.9)

wobei R die spezi�sche Gaskonstante für Luft und cp die spezi�sche Wärmekapazität
bei konstantem Druck ist. Bei den Gleichungen (2.4)-(2.7) handelt es sich um par-
tielle nichtlineare Di�erentialgleichungen, die im Allgemeinen nur auf numerischem
Wege lösbar sind. Für die Vereinfachung der numerischen Lösungsalgorithmen, aber
auch um Rechenzeit einzusparen, wird in PALM die Boussinesq-approximierte Form
der Navier-Stokes Gleichungen verwendet. Dafür werden die thermodynamischen Zu-
standsvariablen in einen Grundzustand und eine Abweichung davon zerlegt:

ψ(x, y, z, t) = ψ0(z) + ψ∗(x, y, z, t), mit ψ ∈ {p, ρ, T,Θ}. (2.10)

Der Grundzustand soll sich nur mit der Höhe ändern sowie die ideale Gasgleichung

p0 = ρ0RT0 (2.11)

und die hydrostatische Grundgleichung

∂p0(z)
∂z

= −g ρ0(z) (2.12)

erfüllen. Allerdings werden zeitlich konstante Druckgradienten

∂p0(z)
∂x

= f3 ρ0(z) vg (2.13)

∂p0(z)
∂y

= −f3 ρ0(z)ug, (2.14)

als Antrieb für den Grundstrom zugelassen. Mit der di�erentiellen Form der Gas-
gleichung (2.8) und der Annahme, dass relative Druckschwankungen viel kleiner als
relative Dichteschwankungen sind, wird die schwer messbare Dichte durch die poten-
tielle Temperatur ersetzt. Werden die Annahmen (2.10)-(2.14) in die mit der Dichte
multiplizierten Bewegungsgleichungen (2.4) eingesetzt, führt dies unter Vernachlässi-
gung des molekularen Di�usionsterms und einigen Umformungen auf:

∂ui
∂t

= −∂ (uk ui)
∂xk

− εijk fj uk − εi3k f3 ukg +
θ∗

θ0
g δi3 −

1
ρ0

∂p∗

∂xi
+ ν

∂2ui
∂x2

k

. (2.15)
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2.3 Filterung der Modellgleichungen

Die Kontinuitätsgleichung (2.6) vereinfacht sich unter Zuhilfenahme von (2.10) zu:

∂uk
∂xk

= 0. (2.16)

Die Gleichungen (2.5) und (2.7) bleiben unverändert. Infolge der Inkompressibili-
tät der Strömung treten keine Schallwellen mehr auf. Dadurch ist der erlaubte Zeit-
schritt nach dem Courant-Friedrichs-Lewy- (CFL-) Kriterium (2.46) um mehr als eine
Gröÿenordnung gröÿer als bei einer kompressiblen Version der Navier-Stokes Glei-
chungen (2.4)-(2.7) (Uhlenbrock, 2006). Dichteunterschiede werden jedoch über den
Auftriebsterm in Gleichung (2.15) berücksichtigt (Etling, 2002). Mit der Boussinesq-
Approximation können Strömungen untersucht werden, bei denen Abweichungen vom
hydrostatischen Grundzustand (2.12) nur gering ausfallen, wie zum Beispiel im Fall
von �acher Konvektion (Dutton und Fichtl, 1969).

Der Ein�uss von Feuchte und wolkenphysikalischen Prozessen kann mit PALM be-
rücksichtigt werden. Dazu wird die potentielle Temperatur Θ in (2.5) und (2.15)
durch die potentielle Flüssigwassertemperatur Θl ersetzt. Θl beschreibt die Tempe-
ratur, welche ein Luftpaket nach vollständiger Verdunstung des in ihm enthaltenen
Flüssigwassers und feuchtadiabatischem Abstieg auf p = 1000 hPa annehmen würde.
Der Zusammenhang mit der potentiellen Temperatur lässt sich wie folgt beschreiben:

θl = θ − lv
cp

(
θ

T

)
ql, (2.17)

wobei lv für die Verdunstungswärme und ql für den Flüssigwassergehalt steht. Darüber
hinaus wird eine weitere prognostische Gleichung (2.7) für den Gesamtwassergehalt
q, bestehend aus spezi�scher Feuchte qv und Flüssigwassergehalt ql, gelöst. Für die in
(2.5) und (2.7) enthaltenen diabatischen Quell- und Senkterme Qθl und Qq werden
Niederschlags- sowie Strahlungsprozesse bzw. nur Niederschlagsprozesse berücksich-
tigt. Letztere werden mit dem Kessler-Schema (Kessler, 1969) parametrisiert. Bei
Abwesenheit diabatischer Prozesse reduzieren sich θl und q zu θ und qv. Die potenti-
elle virtuelle Temperatur lässt sich folgendermaÿen darstellen (Schröter, 2003):

θv = (θl +
lv
cp

(
θ

T
)ql)(1 + 0.61 q − 1.61 ql). (2.18)

2.3 Filterung der Modellgleichungen

Die Lösung der Modellgleichungen mit LES erfordert eine Skalentrennung. Diese wird
erreicht, indem auf die zu betrachtenden Variablen ψ eine räumliche Filteroperation
angewendet wird. Mathematisch ist die Filteroperation eine Faltung von ψ mit einer
Filterfunktion G:

ψ(xi) =
∫
V

dx
′
iG(xi − x

′
i)ψ(x

′
i). (2.19)
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2.4 Subskalenmodell

Wird für die Filterfunktion ein Top-Hat Filter mit einer Filterweite gleich der Git-
terweite verwendet, führt dies direkt auf die in PALM verwendete Kontrollvolumen-
methode nach Schumann (1975). Die entsprechende Filteroperation

ψ(V, t) =
1

∆x∆y∆z

∫
V

dV
′
ψ(V

′
, t) (2.20)

mit dem Volumen einer Gitterbox

V =
[
x− ∆x

2
, x+

∆x
2

]
×
[
y − ∆y

2
, y +

∆y
2

]
×
[
z − ∆z

2
, z +

∆z
2

]
(2.21)

verhält sich dabei wie ein Reynolds-Operator mit den folgenden Eigenschaften:

ψ = ψ, ψ φ = ψ φ+ ψ′′φ′′ , ψ′′ = 0. (2.22)

Für die nicht aufgelöste Feinstruktur ψ
′′
ergibt sich:

ψ
′′
(xi, t) = ψ(xi, t)− ψ(xi, t). (2.23)

Numerische Diskretisierung und Filterung sind direkt miteinander verbunden, was
häu�g auch als implizite Filterung bezeichnet wird (Breuer, 2006). Durch Anwen-
dung der räumlichen Filteroperation auf die Boussinesq-approximierten Gleichungen,
unter Vernachlässigung der molekularen Di�usionsterme, ergibt sich das in PALM
verwendete Gleichungssystem:

∂ui
∂t

= −∂ (uk ui)
∂xk

− εijkfjuk − εi3kf3ukg +
θ∗l
θl,0

gδi3 −
1
ρ0

∂p∗

∂xi
− ∂τki
∂xk

, (2.24)

∂θl
∂t

= −
∂
(
uk θl

)
∂xk

− ∂Hk

∂xk
+Qθ, (2.25)

∂q

∂t
= −∂ (uk q)

∂xk
− ∂Wk

∂xk
+Qq, (2.26)

∂uk
∂xk

= 0. (2.27)

Die Gröÿen

τki = ukui − ukui, Hk = ukΘl − ukΘl, Wk = ukq − ukq, (2.28)

stehen für die subskaligen Flüsse von Impuls, potentieller Flüssigwassertemperatur
und totalen Wassergehalt. Die Lösung eines Strömungsproblems wird nicht nur allein
durch die hier beschriebene Filteroperation beein�usst, sondern auch durch die nume-
rische Diskretisierung und das im folgenden Abschnitt beschriebene Subskalenmodell
(Sengupta und Nair, 1999). Eine genauerer Überblick dazu ist in Abschnitt 3.3 zu
�nden.

2.4 Subskalenmodell

Das Gleichungssystem (2.24)-(2.27) enthält mehr Unbekannte als Gleichungen und
ist somit nicht geschlossen. Die Schlieÿung des Gleichungssystems erfordert die Para-
metrisierung der subskaligen Flüsse. Dabei soll die Parametrisierung das richtige Maÿ

9



2.4 Subskalenmodell

an Dissipation bereitstellen um Energie von den groÿen zu den kleinen Skalen gemäÿ
der Energiekaskade zu transferieren (Fröhlich, 2006). In PALM wird ein auf dem
Smagorinsky-Modell (Smagorinsky, 1963) basierender Schlieÿungsansatz nach Dear-
dor� (1980) verwendet. Die subskaligen Flüsse werden über einen Gradientansatz mit
den aufgelösten Gröÿen verknüpft:

τki = −Km

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)
, (2.29)

Hk = −Kh
∂θl
∂xk

, (2.30)

Wk = −Kh
∂q

∂xk
. (2.31)

Die turbulenten Di�usionskoe�zienten für Impuls Km und Wärme Kh sind über die
subskalige turbulente kinetische Energie e und die gitterweiten- und schichtungsab-
hängige Mischungsweglänge

l =

min
(

∆, 0.7 d, 0.76
√
e
(

g
θl,0

∂θl
∂z

)− 1
2

)
für ∂θl

∂z > 0

min (∆, 0.7 d) für ∂θl
∂z ≤ 0

(2.32)

folgendermaÿen parametrisiert:

Km = cm l
√
e, (2.33)

Kh =
(

1 +
2 l
∆

)
Km. (2.34)

Dabei ist d der Abstand zum Boden, cm = 0.1 die Smagorinsky-Konstante und
∆ = 3

√
∆x∆y∆z die charakteristische Gitterweite. Die subskalige turbulente kineti-

sche Energie wird über eine prognostische Gleichung

∂e

∂t
= −∂ (uk e)

∂xk
− τki

∂ui
∂xk

+
g

θv
Hv,3 −

∂

∂xk

{
u

′′
k

(
e+

p′′

ρ0

)}
− ε (2.35)

bestimmt1. Die Schlieÿung von (2.35) erfordert eine Parametrisierung des Dissipati-
onsterms

ε =
(

0.19 + 0.74
l

∆

)
e

3
2

l
(2.36)

sowie der turbulenten Flüsse von subskaliger Turbulenzenergie und Druckschwankun-
gen

u
′′
k

(
e+

p′′

ρ0

)
= −2Km

∂e

∂xk
. (2.37)

Hv,3 bezeichnet den vertikalen subskaligen Fluss der potentiellen virtuellen Tempe-
ratur. Damit ist das ge�lterte Gleichungssystem geschlossen. Eine starke analytische

1Informationen zu den einzelnen Termen sind in Etling (2002) zu �nden.
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2.5 Diskretisierung und numerische Lösung der Modellgleichungen

Abhängigkeit aufgrund der vorgenommenen Parametrisierungen im Subskalenmodell
ist nur dort gegeben wo wenig aufgelöste Strukturen vorhanden sind, zum Beispiel in
der Nähe fester Berandungen (Uhlenbrock, 2006). Der Ein�uss der subskaligen Flüsse
nimmt mit kleiner werdender Filterlänge ab, sodass diese möglichst gering gewählt
werden sollte um den Ein�uss des Subskalenmodells zu minimieren.
Von hier an werden aufgelöste Anteile mit ψ bezeichnet. ψ steht ab hier für ein zeit-
liches oder räumliches Reynolds-Mittel. Subskalige Anteile werden weiterhin mit ψ

′′

gekennzeichnet.

2.5 Diskretisierung und numerische Lösung der
Modellgleichungen

Um das Gleichungssystem auf numerischem Wege lösen zu können, werden Di�eren-
tialoperatoren in �nite Di�erenzen überführt. Dadurch sind die Variablen nur noch für
diskrete Punkte in Raum und Zeit de�niert. Die in PALM verwendeten räumlichen
und zeitlichen Diskretisierungen werden im Folgenden Abschnitt beschrieben.

2.5.1 Diskretisierung im Raum

Die Variablen sind auf dem in Abbildung 2.2 dargestellten Arakawa-C Gitter de�niert.
Skalare Gröÿen sind im Mittelpunkt einer Gitterbox de�niert, horizontale und vertika-
le Geschwindigkeitskomponenten hingegen um eine halbe Gitterweite in entsprechend
negative bzw. positive Raumrichtung versetzt an den Rändern der jeweiligen Gitter-
box. Räumliche Ableitungen von Geschwindigkeitskomponenten können somit ohne
zusätzliche Interpolationen auf den Gittermittelpunkt zentriert werden. Gleiches gilt
in umgekehrter Richtung auch für skalare Variablen. Dadurch wird nach Pielke (2002)
die e�ektive Au�ösung der betre�enden Variablen verdoppelt, was besonders bei der
Druck-Geschwindigkeits Kopplung von groÿer Bedeutung ist. Die horizontalen Git-
terweiten ∆x und ∆y sind im gesamten Modellgebiet äquidistant. In PALM besteht
die Möglichkeit das vertikale Gitter ab einer vorgegebenen Höhe zu strecken

∆zk+1 =

∆zk, k ≤ kstretch

fstretch ∆zk, k > kstretch

(2.38)

um die Obergrenze des Modellgebiets ohne zusätzlichen Rechenaufwand zu erhöhen.

Die Advektionsterme in (2.24)-(2.26) sowie (2.35) werden standardmäÿig mit dem
Piacsek-Williams Verfahren (PW) (Piacsek und Williams, 1970) in der schiefsymme-
trischen Form C3 diskretisiert:

1
2

(
∂ (uψ)
∂x

+ u
∂ψ

∂x

)
=

ui+ 1
2
ψi+1 − ui− 1

2
ψi−1

2∆x
. (2.39)

ui± 1
2
bezeichnen die um ±∆x versetzten Geschwindigkeitskomponenten in Bezug auf

ψi. Ist ψi eine Geschwindigkeitskomponente, wird die advehierende Komponente so
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2.5 Diskretisierung und numerische Lösung der Modellgleichungen

Abbildung 2.2: Anordnung der Variablen im Arakawa-C Gitter. Die Indizes i, j, k
stehen für die Raumrichtungen x, y, z.

interpoliert, dass sie bezogen auf die zu advehierende Komponente um eine halbe
Gitterweite versetzt ist. PW ist ein zentriertes �nites Di�erenzenverfahren zweiter
Ordnung. Das Volumenintegral über das Quadrat einer advehierten Gröÿe bleibt in
der Form C3 erhalten. Besonders bei der Impulsadvektion ist dies von Vorteil, da dann
die Diskretisierung keine Senke für die TKE ist (Glendening und Haack, 2001). Die
advehierte Gröÿe selber ist jedoch keine Erhaltungsgröÿe in der Form C3, wodurch
sich das Volumenintegral über die Gröÿe proportional zur Divergenz des Geschwin-
digkeitsfeldes2 verringert. Infolgedessen wird für die skalare Advektion eine leicht
modi�zierte Form von C3 verwendet:

1
2

(
∂ (uψ)
∂x

+ u
∂ψ

∂x

)
=

ui+ 1
2
ψi+1 − ui− 1

2
ψi−1

2∆x
−
ψi

(
ui+ 1

2
− ui− 1

2

)
2∆x

. (2.40)

Eine genauere Analyse der Eigenschaften von PW �ndet sich in Abschnitt 3.2.1. Für
die Advektion von Impuls und Skalaren stehen noch das Upstream-Verfahren ers-
ter Ordnung und das Upstream-Spline Verfahren (Price und MacPherson, 1973) zur
Verfügung. Das Upstream-Verfahren weist eine starke numerische Di�usion auf und
ist somit nur bedingt für Simulationen turbulenter Strömungen geeignet. Aufgrund
globaler Datenabhängigkeiten entsteht ein hoher Kommunikationsaufwand zwischen
den Prozessoren, wodurch das Upstream-Spline Verfahren aus ökonomischen Gründen
kaum Verwendung �ndet. Für die skalare Advektion kann noch das sehr recheninten-
sive Flusskorrektur-Verfahren von Bott und Chlond (1994) benutzt werden.
Numerische Fehler bei der Diskretisierung der Advektionsterme können durch eine
Galilei-Transformation reduziert werden. Das Koordinatensystem wird dann wahlwei-
se mit der mittleren horizontalen Strömungsgeschwindigkeit oder mit dem geostro-
phischen Wind in die entsprechende Richtung verlagert.
2Aufgrund numerischer Fehler ist die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes nicht exakt 0.
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2.5 Diskretisierung und numerische Lösung der Modellgleichungen

2.5.2 Diskretisierung in der Zeit

Für die zeitliche Integration der prognostischen Gleichungen wird ein Runge-Kutta
Verfahren verwendet. Eine gewöhnliche Di�erentialgleichung

dψ

dt
= f(t, ψ) (2.41)

lässt sich mit Hilfe eines expliziten N-stu�gen Runge-Kutta Verfahrens zwischen tn

und tn+1 = tn + ∆t wie folgt integrieren:

ψ(0) = ψn, (2.42)

ki = f(tn + ∆t αi, ψi−1), (2.43)

ψi = ψn + ∆t
i∑

j=1

βi+1,j k
j , mit i ∈ [1, 2, ..., N ] (2.44)

ψn+1 = ψN . (2.45)

Die Koe�zienten können folgendermaÿen in einem Butcher-Tableau (Butcher, 1987)
dargestellt werden:

α1 β1,1 0

α2 β2,1 β2,2 0

... ... 0

αN βN,1 ... βN,N−1 0

βN+1,1 ... βN+1,N−1 βN+1,N .

In PALM wird ein drei-stu�ges Runge-Kutta Verfahren dritter Ordnung (RK3PALM)
von Williamson (1979) benutzt. Die zugehörigen Koe�zienten lauten:

0 0 0 0
1
3

1
3 0 0

1
2

−3
16

1
2 0

1
6

3
10

8
15 .

Anschaulich betrachtet werden dazu Tendenzterme an drei verschiedenen Stellen des
Zeitintervalls berechnet und anschlieÿend gewichtet gemittelt. Eine genauere Analyse
der numerischen Eigenschaften des RK3PALM ist in Abschnitt 3.2.1 zu �nden.
Des Weiteren stehen noch das auf zwei Zeitebenen basierende Leap-Frog Verfahren,
ein Runge-Kutta Verfahren zweiter Ordnung sowie das Eulerverfahren zur Verfügung.

Der Zeitschritt ∆t unterliegt Stabilitätsbeschränkungen. Zum einen muss das CFL-
Kriterium (Courant et al., 1928)

∆tCFL ≤ min
(

∆xi
uimax

)
(2.46)
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2.6 Rand- und Anfangsbedingungen

und zum anderen das Di�usionskriterium (Roache, 1985)

∆tDiff ≤ min
(

∆x2
i

max (Km,Kh)

)
(2.47)

erfüllt sein, sodass sich

∆t ≤ fdt min (∆tCFL, ∆tDiff) (2.48)

ergibt. Der Faktor fdt ist ein Sicherheitsfaktor kleiner eins und ist für RK3PALM

standardmäÿig auf 0.9 gesetzt.

Die Divergenzfreiheit der Strömung wird für jeden Runge-Kutta Teilschritt über ei-
ne Prädiktor-Korrektor Methode nach Patrinos und Kistler (1977) realisiert. Da der
Stördruck p∗ in der Bewegungsgleichung (2.24) eine rein dynamische Variable ist, be-
steht keinerlei Kopplung über die Zustandsgleichung (2.8) mit dem ersten Hauptsatz
(2.25). Damit kann der Stördruckterm mehr als eine mathematische Hilfsvariable, als
eine physikalische Gröÿe angesehen werden (Ferziger, 1999). Gleichung (2.24) wird
zunächst unter Vernachlässigung des Druckterms gelöst. Das resultierende proviso-
rische Geschwindigkeitsfeld ut+∆t

i,prov. erfüllt im Allgemeinen nicht die Bedingung der
Divergenzfreiheit (2.27). Der Stördruckterm wird als eine Art Quellterm in der Be-
wegungsgleichung (2.24) betrachtet, der so bestimmt wird, dass ut+∆t

i die Kontinui-
tätsgleichung (2.27) erfüllt. Dafür wird das endgültige Geschwindigkeitsfeld zerlegt

ut+∆t
i = ut+∆t

i,prov. −
∆t
ρ0

∂p∗t

∂xi
(2.49)

und in die Kontinuitätsgleichung (2.27) eingesetzt. Die sich daraus ergebende Poisson-
Gleichung

∂2p∗t

∂x2
i

=
ρ0

∆t
∂ut+∆t

i,prov.

∂xi
(2.50)

wird mit einem direkten Verfahren von Schumann und Sweet (1988) gelöst. Für den
Fall zyklischer Randbedingungen wird die Poisson-Gleichung in beiden horizontalen
Raumrichtungen Fourier-transformiert3. Das daraus entstehende tridiagonale Glei-
chungssystem wird für den transformierten Stördruck gelöst, welcher anschlieÿend
wieder zurück in den Ortsraum transformiert wird (Raasch und Schröter, 2001). Des
Weiteren stehen noch das SOR-Verfahren, oder im Falle nichtzyklischer seitlicher
Randbedingungen ein Multigrid-Verfahren für die Lösung der Poisson-Gleichung zur
Verfügung.

2.6 Rand- und Anfangsbedingungen

Das Modellgebiet ist in seinen räumlichen Abmessungen begrenzt. Dazu müssen an
den Modellgebietsgrenzen entsprechende Randbedingungen (RB) gesetzt werden.

3Die Fourier-Transformation wird durch einen Fast-Fourier-Algorithmus (FFT) realisiert.
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2.6 Rand- und Anfangsbedingungen

Diese unterscheiden sich in:

� Dirichlet-RB

ψ(∂Ω) = Φ, (2.51)

bei denen ein fester Wert am entsprechenden Rand vorgegeben wird,

� Neumann-RB

∂nψ(∂Ω) = Φ, (2.52)

bei denen die Ableitung normal zum Rand vorgegeben wird, sowie

� zyklische RB

ψ(−1) = ψ(Nxi), ψ(Nxi + 1) = ψ(0) (2.53)

für die seitlichen Ränder, die eine periodische Fortsetzung des Strömungsgebiets
darstellen.

∂Ω bezeichnet die Menge aller Randelemente des Modellgebiets, Φ den jeweiligen
Wert, ∂n die Ableitung normal zum Rand, und Nxi die Anzahl der Gitterpunkte in
die entsprechende Raumrichtung. Für die seitlichen Ein- und Ausströmränder kön-
nen weiterhin noch Dirichlet- und Strahlungsrandbedingungen vorgegeben werden,
auf die nachfolgend jedoch nicht weiter eingegangen wird. Am Ober- und Unterrand
des Modellgebiets können für horizontale Geschwindigkeitskomponenten und skala-
re Gröÿen Dirichlet- oder Neumann-RB gewählt werden. Eine Ausnahme bildet die
TKE, welche am Oberrand immer die Neumann-RB (∂ze = 0) erfüllen muss. Die
Vertikalgeschwindigkeit verschwindet sowohl am Ober- als auch am Unterrand des
Modellgebiets. Am unteren Rand gilt für die horizontalen Geschwindigkeitskompo-
nenten die Haftreibungsbedingung4 ui(z = 0m) = 0 m

s . Aufgrund der in Abbildung
2.2 dargestellten Schachtelung des Gitters sind horizontale Geschwindigkeitskompo-
nenten und skalare Gröÿen nicht direkt an der Ober�äche (z = 0 m), sondern um
jeweils ±∆z

2 versetzt de�niert. Die Haftreibungsbedingung wird durch Spiegelung der
horizontalen Geschwindigkeitskomponenten (∆z

2 ) an der Ebene z = 0m realisiert:

ui(xi,−
∆z
2

) = −ui(xi,+
∆z
2

), mit i ∈ (1, 2). (2.54)

Zwischen Erdboden und erstem Gitterlevel (zp = ∆z
2 m) wird eine Prandtl-Schicht an-

genommen. Die subskaligen vertikalen Impuls�üsse w′′u′′ , w′′v′′ werden in diesem Be-
reich mit der Monin-Obukhovschen Ähnlichkeitstheorie (Monin und Obukhov, 1954)
beschrieben. An der Ober�äche können für die skalaren Gröÿen Θl und q direk-
te Werte oder die dazugehörigen vertikalen Ober�ächen�üsse vorgegeben werden

4Eine Ausnahme bilden hier die Advektionstests für die Skalar- und Impulsadvektion mit PALM,
bei denen sowohl am unteren als auch am oberen Rand Gleitreibungsbedingungen vorgegeben
werden.
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2.7 Parallelisierung

(Letzel, 2007). Im ersten Fall ist die Parametrisierung der subskaligen Flüsse ge-
mäÿ der Ähnlichkeitstheorie erforderlich. Eine genauere Beschreibung dazu ist in
(Schröter, 2003), (Uhlenbrock, 2006) und (Letzel, 2007) zu �nden.

Es bestehen mehrere Möglichkeiten die Anfangszustände der dreidimensionalen pro-
gnostischen Felder festzulegen. Vertikalpro�le des geostrophischen Windes, der po-
tentiellen Flüssigwassertemperatur sowie des Gesamtwassergehaltes können vorgege-
ben oder prognostisch durch einen eindimensionalen Vorlauf berechnet werden. Da-
bei wird eine eindimensionale Version der Modellgleichungen mit zeitlich konstanten
Temperatur- und Feuchtepro�len so lange zeitlich integriert, bis sich die Geschwin-
digkeitskomponenten im geostrophischen Gleichgewicht be�nden. Da nach Übergabe
der eindimensionalen Pro�le die dreidimensionalen Variablen zu Anfang horizontal
homogen verteilt sind, werden räumlich unkorrelierte Zufallsstörungen auf die hori-
zontalen Geschwindigkeitskomponenten aufgeprägt, bis die TKE einen Schwellwert
überschreitet (Schröter, 2003).

2.7 Parallelisierung

Die Idee der Parallelisierung besteht darin, den gesamten anfallenden Rechenaufwand
auf mehrere Prozessorelemente (PE) aufzuteilen, um somit die Bearbeitungszeit des
zu lösenden Problems zu verringern (Schröter, 2003). PALM ist unter Benutzung von
MPI (Message-Passing-Interface) (Gropp, 1999) für Massiv-Parallelrechner mit ver-
teiltem Speicher (distributed memory) parallelisiert. MPI ist eine Bibliothek von vor-
de�nierten Funktionen für die Kommunikation in parallelen Systemen, mit deren Hilfe
der Datenaustausch zwischen PEs durchgeführt wird. Die Parallelisierung des Modells
ist durch eine zweidimensionale horizontale Gebietszerlegung realisiert. Jedem PE ist
ein Teilgebiet zugeordnet, auf dem der vollständigen Satz an Modellgleichungen ge-
löst wird. Bei der Initialisierung des Modells wird eine virtuelle Prozessortopologie
erzeugt, wie sie schematisch in Abbildung 2.3 dargestellt ist. Diese in einem Kommuni-
kator gespeicherte Zuordnung, ermöglicht eine direkte Kommunikation zwischen den
Prozessoren, die aufgrund lokaler Datenabhängigkeiten an den Rändern der Teilgebie-
te durch Finite-Di�erenzen-Approximationen notwendig ist. Zusätzliche Geisterrän-
der an den seitlichen Rändern der Teilgebiete speichern Daten benachbarter PEs und
werden nach jedem RK3PALM Teilschritt ausgetauscht, wodurch ein erheblicher Kom-
munikationsaufwand entsteht. Eine tiefergehende Beschreibung bezüglich des Geister-
randaustauschs wird in Abschnitt 4.1 gegeben. Im Fall von Systemen mit gemeinsa-
mem Speicher (shared memory) kann zusätzlich OpenMP5 genutzt werden. Weitere
Informationen zur Parallelisierung von PALM sind in (Raasch und Schröter, 2001)
und (Schröter, 2003) zu �nden.

5Nähere Informationen auf www.openMP.org
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2.8 Programmstruktur

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung einer virtuellen Prozessortopologie bei
zweidimensionaler Gebietszerlegung mit 2 x 2 PEs (nach Schröter, 2003). Die
Pfeile kennzeichnen die Richtung des Geisterrandaustauschs zwischen den PEs
nach jedem RK3PALM Teilschritt.

2.8 Programmstruktur

An dieser Stelle wird ein kurzer Abriss der grundsätzlichen Programmstruktur gege-
ben. Eine genauere Beschreibung der im Rahmen dieser Arbeit modi�zierten Unter-
programme folgt an entsprechender Stelle.
PALM ist in Fortran90 geschrieben und modular programmiert. Dadurch ist der
Quellcode auf mehrere Dateien verteilt und somit leicht lesbar. Zusätzliche Software-
pakete wie DVRP oder NetCDF, maschinenabhängige Segmente oder auch die Paral-
lelisierung mit MPI bzw. OpenMP werden mit Hilfe von Präprozessor-Direktiven ge-
steuert. Die Eingabe verschiedener Steuerungsparameter ist durch Fortran-Namelists
realisiert. Diese be�nden sich in einer Parameterdatei und werden nach Programm-
start durch das Unterprogramm parin eingelesen. Anschlieÿend werden im Modul
init_pegrid die Gebietsgrenzen der Teilgebiete, die Prozessortopologie sowie für
den Datenaustausch relevante MPI-Datentypen initialisiert. Nachfolgend werden in
init_grid gitterabhängige Variablen allokiert und berechnet. Eine Kontrolle und
Interpretation der Eingabeparameter sowie das Setzen von Steuerungsanweisungen
�ndet in check_parameters statt. Danach werden in init_3d_modell prognostische
und diagnostische Felder allokiert und initialisiert, entweder durch Einlesen eines
Datensatzes (Restart-Daten), einen eindimensionalen Vorlauf, oder Übergabe vor-
gegebener Vertikalpro�le. Im Anschluss daran wird time_integrations aufgerufen.
Dieses Unterprogramm ist der Kern des Modells und steuert die zeitliche Integra-
tion der Modellgleichungen, die statistische Auswertung sowie die Datenausgabe.
Darin wird am Anfang jedes Integrationsschrittes gemäÿ (2.48) der Zeitschritt be-
stimmt. Die eigentliche zeitliche Integration der Modellgleichungen erfolgt für je-
den RK3PALM Teilschritt im Modul prognostic_equations. Darin sind drei, für
verschiedene Rechnerarchitekturen optimierte Versionen enthalten. Für Vektorpro-
zessoren wird prognostic_equations_vector verwendet. Dort steht jeder Tendenz-
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2.8 Programmstruktur

term in einer gesonderten Schleife. Im Gegensatz dazu stehen alle Tendenzterme
in prognostic_equations_cache in einer Schleife. Diese Version ist für Rechnerar-
chitekturen mit mehreren Caches (Zwischenspeicher) optimiert. Ein Mischung aus
beiden vorhergehenden Versionen stellt prognostic_equations_noopt dar, wo jede
prognostische Modellgleichung in einer gesonderten Schleife steht. Die Unterprogram-
me für die Tendenzterme, welche in prognostic_equations aufgerufen werden, sind
je nach verwendeter Rechnerarchitektur in einer Cache- oder einer Vektor-optimierten
Version verfügbar. Nach jedem RK3PALM Teilschritt werden in exchange_horiz die
Geisterränder ausgetauscht und zyklische RB gesetzt. Die verbleibenden Ränder wer-
den danach in boundary_cond behandelt. Abhängig vom RK3PALM Teilschritt wer-
den bei Bedarf Zufallsstörungen in disturb_field auf die Geschwindigkeitskompo-
nenten aufgeprägt. In pres wird die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes berech-
net, die Poisson-Gleichung durch Aufruf des Drucklösers gelöst und das endgülti-
ge Geschwindigkeitsfeld berechnet. Die Berechnung von diagnostischen Zusammen-
hängen, bodennahen subskaligen Flüssen sowie von Di�usionskoe�zienten steuert
time_integrations durch Aufruf entsprechender Routinen. Die statistische Aus-
wertung und zeitliche Mittelung erfolgt in Unterprogrammen wie flow_statistics,
sum_up_3d_data oder calc_spectra. Bevor time_integrations wieder mit der Be-
rechnung des Zeitschrittes beginnt, werden in Abhängigkeit vom zeitlichen Mitte-
lungsintervall Routinen für die Datenausgabe aufgerufen. Sind Fortsetzungssimula-
tionen geplant, werden alle notwendigen Variablen am Ende einer Simulation durch
write_3d_binary binär in Dateien geschrieben. Abschlieÿend werden alle CPU Zeit-
messungen, die während der Simulation getätigt wurden, durch cpu_statistics auf-
addiert und ausgegeben.
Über Schnittstellen6 kann der Benutzer eigenen Quellcode hinzufügen.

6Nähere Informationen dazu: http://palm.muk.uni-hannover.de/wiki/doc/app/userint
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3 Advektionsverfahren höherer Ordnung

Zu Beginn des Kapitels werden verschiedene Finite-Di�erenzen Approximationen1 zur
Diskretisierung des Advektionsterms und deren generelle Eigenschaften vorgestellt.
Danach folgt eine Beschreibung des Verfahrens fünfter Ordnung von Wicker und Ska-
marock (2002) (WS5). Eine Analyse der numerischen Eigenschaften sowie Ergebnisse
idealisierter Advektionstests folgen im Anschluss. Ein�üsse numerischer Di�usion auf
LES und Möglichkeiten zur Kontrolle dieser werden am Ende des Kapitels diskutiert.

3.1 Eigenschaften verschiedener Advektionsverfahren

Das Ziel numerischer Simulationen ist die Realität möglichst genau zu beschreiben.
Bei der numerischen Approximation entstehen jedoch Fehler, die das Simulations-
ergebnis maÿgeblich beein�ussen. Die numerische Lösung der hier eindimensional
dargestellten Advektionsgleichung

∂ψ

∂t
= −u∂ψ

∂x
(3.1)

beruht auf einer zeitlichen und räumlichen Diskretisierung. Für die zeitliche Integra-
tion sind Runge-Kutta Verfahren dritter Ordnung (Abschnitt 2.5.2) ein Kompromiss
zwischen Genauigkeit, Stabilitätseigenschaften und Rechenaufwand. Für die Diskre-
tisierung des Advektionsterms existieren eine Vielzahl von Verfahren, die sich in Ge-
nauigkeit, Stabilität und Rechenaufwand unterscheiden.
Die Herleitung Finiter-Di�erenzen Approximationen beruht auf Linearkombination
endlicher Taylorreihenentwicklungen

ψ(x+ n∆x) =
n∑
k=0

1
k!

(
∂kψ(x)
∂xk

(n∆x)k) +O((∆x)n+1), (3.2)

die anschlieÿend nach ∂ψ(x)/∂x umgestellt werden. Die nicht berücksichtigten Ter-
me der Taylorreihen werden als Abbruchfehler oder Diskretisierungsfehler und die
darin auftretende niedrigste Potenz in ∆x als Genauigkeit oder Ordnung der Finiten-
Di�erenzen Approximation bezeichnet. Abbruchterme mit geraden Ableitungen (Dis-
sipationsterme) sind für Dissipationsfehler verantwortlich. Diese werden häu�g auch
als numerische Di�usion bzw. Dissipation bezeichnet und führen zu einer Abschwä-
chung von Gradienten und zu einer Glättung der advehierten Funktion (Amplituden-

1In dieser Arbeit werden ausschlieÿlich Finite-Di�erenzen Approximationen verwendet. Auf die
Vielzahl alternativer Diskretisierungen wie zum Beispiel Finite-Elemente, spektrale Verfahren
oder Verfahren die auf einer Lagrangeschen Formulierung der Strömung basieren, wird nicht
eingegangen.
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dämpfung). Terme mit ungeraden Ableitungen sind für Dispersionsfehler verantwort-
lich, die Phasenverschiebungen und Oszillationen (Wiggles) in der Nähe groÿer Gradi-
enten verursachen. Fourieranalysen zeigen eine starke Abhängigkeit der Dissipations-
und Dispersionsfehler von der Wellenzahl κ = 2π

λ , wobei Moden mit groÿer Wel-
lenzahl deutlich anfälliger für numerische Fehler sind als Moden mit kleineren Wel-
lenzahlen. Räumlich zentrierte Di�erenzen besitzen keine geraden Ableitungen im
Abbruchfehler und sind daher frei von numerischer Di�usion. Diese Eigenschaft zen-
trierter Verfahren ist jedoch häu�g ein Nachteil, da sich entstehende Oszillationen
ungehindert ausbreiten und die eigentliche Lösung überlagern können. Eine Alter-
native besteht in der Verwendung von Verfahren mit numerischer Di�usion, welche
kleine Skalen wie ein Tiefpass�lter dämpft. Dazu gehören zum einen nichtzentrier-
te Aufwindverfahren (engl. upwind schemes), die jedoch den Nachteil haben, dass
die Wahl der in die Berechnung eingehenden Gitterpunkte von der Ausbreitungsrich-
tung der Moden abhängt. Diese muss zu jedem Zeitschritt bekannt sein, damit die
transportierte Information entlang der Charakteristiken erhalten werden kann und
es nicht zu numerischen Instabilitäten kommt. Eine zweite Möglichkeit ist einen Dis-
sipationsterm explizit zu einem zentrierten Verfahren hinzuzufügen, um somit eine
dynamische Anpassung der in die Berechnung eingehenden Gitterpunkte zu erreichen
(Durran, 1999).
Verfahren höherer Ordnung weisen geringere Abbruchfehler auf. Dies äuÿert sich vor
allem in der Wellenzahlabhängigkeit der Dispersions- und Dissipationsfehler, welche
mit zunehmender Ordnung erst bei immer gröÿeren Wellenzahlen signi�kant wird,
wie in Abschnitt 3.2.1 noch gezeigt wird.
Ein Advektionsschema heiÿt monoton, wenn es keine neuen Extrema produziert bzw.
vorhandene weiter verstärkt. Diese Eigenschaft garantiert bei der Advektion positiv
de�niter Skalare auch die positive De�nitheit während des gesamten Transportprozes-
ses (Bott, 1989). Alle linearen2 monotonen Verfahren sind erster Ordnung. Monotone
Schemen höherer Ordnung werden durch Wichtung von numerischen Flüssen höherer
Ordnung und monotoner Flüsse erster Ordnung so kombiniert, dass eine möglichst
hohe numerische Au�ösung erreicht wird, ohne dabei Oszillationen zu produzieren.
Dazu werden Flusskorrektur-Verfahren oder Fluss-Limiter eingesetzt. Flusskorrektur-
Verfahren erfordern die vorläu�ge monotone Lösung zur Zeit t + ∆t. Diese wird an-
schlieÿend zur Normierung der hochau�ösenden Flüsse zur Zeit t verwendet, mit
denen dann die endgültige monotone Lösung zur Zeit t + ∆t ermittelt wird. Fluss-
Limiter sind analytische Funktionen, die auf der Glattheit der Daten basieren und
die Flüsse entsprechend wichten. Monotone Verfahren höherer Ordnung sind im All-
gemeinen sehr rechenintensiv und oftmals nur für die skalare Advektion konstruiert.
Weiterführende Informationen zu monotonen Schemen sind in Durran (1999) zu �n-
den.
Advektionsschemen können in explizite und kompakte Schemen unterteilt werden. Bei
expliziten Verfahren wird die Ableitung nur mit bekannten umliegenden Werten be-
rechnet, wohingegen bei kompakten Schemen zusätzlich noch umliegende Ableitungen
mit in die Berechnung eingehen (Sengupta und Nair, 1999). Kompakte Schemen be-
nötigen bei gleicher Ordnung weniger Gitterpunkte als explizite und haben im Allge-

2Alle Advektionsverfahren, die aus einer Linearkombination von Taylorreihen resultieren heiÿen
linear, wenn keine zusätzlichen Terme hinzugefügt werden.
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meinen bessere Dispersions- und Dissipationseigenschaften (De und Eswaran, 2006).
Jedoch erfordern die impliziten Abhängigkeiten der Ableitungen untereinander die
Lösung eines globalen Gleichungssystems, wodurch kompakte Schemen in paralleli-
sierten Modellen einen erheblichen Kommunikationsaufwand hervorrufen.
Durch die Multiplikation diskreter Variablen im Advektionsterm entstehen Aliasing-
fehler. Dabei wird das Produkt zweier kurzwelliger Moden als langwellige Mode fehl-
interpretiert. Dies kann dazu führen, dass bei der Simulation turbulenter Strömungen
sehr viel Energie entgegen der Energiekaskade von den kleinen zu den groÿen Skalen
transportiert wird. Mit steigender Ordnung der Diskretisierung steigt die Anfälligkeit
für Aliasingfehler (Sengupta und Nair, 1999). Di�usive Schemen sind jedoch aufgrund
der Dämpfung kurzwelliger Moden kaum von Aliasingfehlern betro�en.
ψ ist in der Advektionsgleichung (3.1) eine konservative Gröÿe, d.h. ψ kann sich in
einem abgeschlossenen Volumen nur durch Flussdivergenzen an den Rändern eines
Volumens ändern. Ein Advektionsschema heiÿt konservativ bzgl. einer Gröÿe, wenn
diese Erhaltungseigenschaft auch diskret gilt. Besonders bei hohen Reynolds-Zahlen
ist die diskrete Erhaltung einer Gröÿe und deren Quadrat eine wichtige numerische
Eigenschaft. So sind zum Beispiel Schemen, die das Quadrat einer Gröÿe erhalten
gleichzeitig energieerhaltend, was besonders bei der Advektion von Impuls in Bezug
auf die TKE eine groÿe Rolle spielt. Erhaltungseigenschaften hängen stark von dem
gewählten Gittertyp sowie von der Formulierung des Advektionsterms ab. Im Fall
einer inkompressiblen Strömung sind die

� advektive Form: u∂ψ∂x

� Flussform: ∂uψ∂x

� schiefsymmetrische Form: 1
2u

∂ψ
∂x + 1

2
∂uψ
∂x

physikalisch identisch, deren numerische Diskretisierung und Eigenschaften im All-
gemeinen jedoch nicht. Diskretisierungen der advektiven Form weisen keine Erhal-
tungseigenschaften auf. In Flussform formulierte Verfahren erhalten eine Gröÿe. Die
Erhaltung des Quadrates einer Gröÿe kann mit der schiefsymmetrischen Form er-
reicht werden (Morinishi et al., 1998). Im Fall di�usiver Schemen gilt die quadrati-
sche Erhaltungseigenschaft jedoch nicht. Damit ist die numerische Di�usion immer
eine Senke für die TKE. Schiefsymmetrische Formulierungen haben auch den Vorteil
Aliasingfehler zu minimieren.
Die gesonderte Betrachtung der Approximation des Advektionsterms liefert wichtige
Hinweise auf die grundsätzlichen Eigenschaften der Diskretisierung. Eine endgültige
Analyse der Eigenschaften kann jedoch nur in Verbindung mit der zeitlichen Approxi-
mation erfolgen. Die Stabilitätseigenschaften eines Zeitschrittverfahrens hängen maÿ-
geblich vom verwendeten Advektionsschema ab, umgekehrt zeigen Dispersions- und
Dissipationseigenschaften eines Advektionsschemas Abhängigkeiten vom Zeitschritt-
verfahren. Für weiterführende Informationen wird auf Durran (1999) verwiesen.
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3.2 Advektionsverfahren höherer Ordnung von Wicker-Skamarock

3.2 Advektionsverfahren höherer Ordnung von
Wicker-Skamarock

Ausgehend von der eindimensionalen Advektionsgleichung in Flussform

∂ψ

∂t
= −∂(uψ)

∂x
, (3.3)

kann der Advektionsterm entsprechend der Erhaltungseigenschaften als Divergenz
von Flüssen

−∂(uψ)j
∂x

= −
Fj+ 1

2
(uψ)− Fj− 1

2
(uψ)

∆x
(
=: fnj

)
(3.4)

formuliert werden. Fj± 1
2
sind die um eine halbe Gitterweite in positive bzw. nega-

tive Raumrichtung versetzten Flüsse an den Rändern der jeweiligen Gitterbox. fnj
bezeichnet die diskretisierte Flussdivergenz der Ordnung n. Wicker und Skamarock
(2002) geben folgende explizite Diskretisierungen auf dem Arakawa-C Gitter für die
Flüsse vierter (WS4), dritter (WS3), sechster (WS6) sowie fünfter (WS5) Ordnung
an:

F 4
j− 1

2

=
uj− 1

2

12
[7(ψj + ψj−1)− (ψj+1 + ψj−2)] (3.5)

F 3
j− 1

2

= F 4
j− 1

2

−
|uj− 1

2
|

12
[3(ψj − ψj−1)− (ψj+1 − ψj−2)] (3.6)

F 6
j− 1

2

=
uj− 1

2

60
[37(ψj + ψj−1)− 8(ψj+1 + ψj−2) + (ψj+2 + ψj−3)] (3.7)

F 5
j− 1

2

= F 6
j− 1

2

−
|uj− 1

2
|

60
[10(ψj − ψj−1)− 5(ψj+1 − ψj−2)− (ψj+2 − ψj−3)](3.8)

Die Diskretisierung für den Fluss fünfter Ordnung setzt sich aus dem Fluss sechster
Ordnung und einem künstlich hinzugefügten Dissipationsterm zusammen. Beide Ter-
me werden durch Linearkombination von Taylorreihenentwicklungen für ∂ψ

∂x bzw. ∂
6ψ
∂x6

erhalten. Der Fluss dritter Ordnung besteht entsprechend aus einem Dissipationsterm
und dem Fluss vierter Ordnung. Die sechste Ableitung stellt ein Maÿ für die Glatt-
heit der diskreten Funktion ψ dar, wodurch entsprechend der Anteil der numerischen
Di�usion bestimmt wird. Durch den Absolutbetrag wird sichergestellt, dass der Term
auch für u < 0 dissipativ wirkt.
Tan et al. (2005) haben verschiedene explizite Advektionsschemen höherer Ordnung
untersucht und empfehlen als Kompromiss zwischen Genauigkeit, Stabilitätseigen-
schaften und Rechenaufwand das Verfahren fünfter Ordnung von Wicker und Skama-
rock (2002). Weiterhin haben Moeng et al. (2007) sowie Wang et al. (2009) WS5 schon
erfolgreich bei LES-Studien der atmosphärischen Grenzschicht eingesetzt. Darauf auf-
bauend wird für die im weiteren Verlauf dieser Arbeit folgenden Untersuchungen WS5
verwendet.
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3.2 Advektionsverfahren höherer Ordnung von Wicker-Skamarock

3.2.1 Numerische Eigenschaften

Unter der Annahme konstanter Windgeschwindigkeit vereinfacht sich (3.4) für WS5
zu:

f5
j = −u−3ψj+2 + 30ψj+1 + 20ψj − 60ψj−1 + 15ψj−2 − 2ψj−3

60∆x
. (3.9)

Eine semidiskrete Fouriertransformation

ψ̂j(t) =
∑
κ

(ψj(t)eiκj∆x) (3.10)

bildet die Advektionsgleichung (3.3) im Fourierraum wie folgt ab:

∂ψ̂κ
∂t

= − i

∆t
Crκeff ψ̂κ. (3.11)

ψ̂ ist die Fouriertransformierte von ψ und i eine komplexe Zahl. Durch die Courant-
Zahl Cr = u∆t

∆x werden Stabilitätseigenschaften charakterisiert. Die e�ektive Wellen-
zahl κeff beschreibt die durch die Diskretisierung modi�zierte Wellenzahl einer Mode.
Für WS5 lautet diese:

κWS5
eff =

i

60
[3e2iκ∆x − 30eiκ∆x − 20 + 60e−iκ∆x − 15e−2iκ∆x + 2e−3iκ∆x]. (3.12)

Abbildung 3.1 zeigt die für Dispersions- und Dissipationsfehler verantwortlichen
Real- (< (κeff )) und Imaginärteile (= (κeff )) der e�ektiven Wellenzahl für PW, WS3,
WS4, WS5 und WS6. Die Normierung mit κ verdeutlicht die Abweichung zur wahren
Wellenzahl. Es ist zu sehen, dass Dispersionseigenschaften für Schemen ungerader
Ordnung und der nächst höherer Ordnung identisch sind. Mit steigender Ordnung
reduziert sich der Dispersionsfehler und kleinere Wellenzahlen werden weniger durch
Dispersion beein�usst. Strukturen im Bereich der Gitterweite werden von keinem der
Verfahren gut aufgelöst. Dissipationsfehler verringern sich mit steigender Ordnung
und der Ein�uss auf kleinere Wellenzahlen verringert sich. Die maximale, durch den
Dissipationsterm beein�usste Wellenlänge beträgt mit WS5 etwa 8∆x. Hingegen wer-
den mit WS3 auch Phänomene mit Wellenlängen von 16∆x beein�usst.
Dadurch, dass die beiden Abbruchterme unabhängig voneinander sind, ist eine voll-
ständige Dämpfung vonWiggles nicht garantiert und damit die Eigenschaft der Mono-
tonie nicht gegeben. Mithilfe einer Flusskorrektur kann WS5 jedoch in ein monotones
Verfahren überführt werden (Skamarock, 2006).

Für die vollständige Diskretisierung der Advektionsgleichung im Fourierraum gilt im
Allgemeinen (Baldauf, 2008):

ψ̂n+1
κ = A(κ,Cr) ψ̂nκ . (3.13)

A wird als Verstärkungsfaktor bezeichnet und hängt von der räumlichen und zeit-
lichen Diskretisierung, der Wellenzahl einer Mode sowie von der Courant-Zahl ab.
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3.2 Advektionsverfahren höherer Ordnung von Wicker-Skamarock

Abbildung 3.1: Real- und Imaginärteile der komplexen e�ektiven Wellenzahl, dar-
gestellt als Funktion der dimensionslosen Wellenzahl κ∆x. Realteile repräsentie-
ren Dispersionsfehler, Imaginärteile Dissipationsfehler. Zusätzlich ist zur besseren
Übersicht die zur dimensionslosen Wellenzahl zugehörige Wellenlänge gekennzeich-
net.

Nach Baldauf (2008) besitzen alle Runge-Kutta Verfahren dieselben Stabilitätseigen-
schaften, wenn die in Abschnitt 2.5.2 gegebenen RK-Koe�zienten einen Satz alge-
braischer Gleichungen erfüllen (hier für ein Runge-Kutta Verfahren dritter Ordnung
dargestellt):

β4,1 + β4,2 + β4,3 = 1, (3.14)

β4,2β2,1 + β4,3(β3,1 + β3,2) =
1
2
, (3.15)

β4,2β
2
2,1 + β4,3(β3,1 + β3,2)2 =

1
3
, (3.16)

β4,3β3,2β2,1 =
1
6
. (3.17)

Einsetzen der Koe�zienten zeigt, dass die Stabilitätsanalyse in Baldauf (2008) auch
für RK3PALM gilt.
|A| ≤ 1 ist ein hinreichendes Kriterium für eine stabile numerische Lösung. Anderer-
seits werden Moden mit |A| > 1 verstärkt und instabil. Der Betrag des Verstärkungs-
faktors ist als Funktion der Wellenzahl bei verschiedenen Courant-Zahlen für WS5 in
Verbindung mit RK3 in Abbildung 3.2 aufgetragen. Moden bei einer Wellenzahl von
κ = 1.69 sind am anfälligsten und werden am ehesten instabil. Die maximal stabile
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3.2 Advektionsverfahren höherer Ordnung von Wicker-Skamarock

Abbildung 3.2: Verstärkungsfaktor für WS5 in Verbindung mit einem Runge-
Kutta Verfahren dritter Ordnung bei verschiedenen Courant-Zahlen. Die maximale
Courant-Zahl beträgt 1.434 (nach Baldauf, 2008).

Courant-Zahl beträgt Cr = 1.434. Bei n-dimensionaler Advektion muss

|Cr1 |+ ...+ |Crn | ≤ |CrMax | (3.18)

erfüllt sein, da ansonsten Wellen die sich in Richtung der Gitterdiagonalen ausbrei-
ten, instabil werden können (Baldauf, 2008). WS5 ist in Verbindung mit dem Leap-
Frog und Eulerzeitschrittverfahren instabil. Mit Runge-Kutta Verfahren zweiter Ord-
nung neigen kleine Wellenzahlen bei längerer zeitlicher Integration zu Instabilitäten
(Baldauf, 2008). Die hier vorgenommene Stabilitätsanalyse bezieht sich nur auf die
lineare Advektionsgleichung. Für den Fall nichtlinearer Advektion sind die analyti-
schen Stabilitätsgrenzen nicht bekannt. Bei Tests für die nichtlineare Impulsadvektion
mit PALM liegt die maximal stabile Courant-Zahl bei 1.4.
Durch RK3PALM entstehen ebenfalls Abbruchfehler, die zu Dispersion und Dissipati-
on führen. Der kombinierte E�ekt aus zeitlicher und räumlicher Approximation auf
den Abbruchfehler wird durch <(A) sowie =(A) repräsentiert. Eine Analyse der Real-
und Imaginärteile von A ist sehr zeitaufwendig und daher nicht im Umfang dieser
Arbeit enthalten. Nach Hundsdorfer et al. (1995) dominiert der räumliche Diskreti-
sierungsfehler bei der Approximation der Advektionsgleichung und der zeitliche kann
vernachlässigt werden.
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3.2 Advektionsverfahren höherer Ordnung von Wicker-Skamarock

3.2.2 Advektionstests

An dieser Stelle werden Ergebnisse durchgeführter Advektionstests vorgestellt und
diskutiert. Die zeitliche Integration in dem dazu verwendeten Fortran90-Programm ist
mit dem RK3PALM Verfahren realisiert. Das räumliche Gitter ist vom Typ Arakawa-C.
Für die hier verwendeten ein- und zweidimensionalen Testfälle existiert eine analyti-
sche Lösung. Die Fehler ergeben sich aus der ‖L‖2-Norm3:

‖L‖2 =

(
NGitter∑

i

(ψnum.i − ψana.i )2

NGitter

) 1
2

. (3.19)

NGitter bezeichnet die Anzahl der Gitterpunkte des Modellgebiets und ψnum.i sowie
ψana.i die numerische bzw. analytische Lösung zu einem beliebigen Zeitschritt. Die
Konvergenzrate eines Schemas lässt sich darüber folgendermaÿen de�nieren (Wicker
und Skamarock, 2002):

KR = log2

(
‖L‖2,∆x

‖L‖2,∆x
2

)
. (3.20)

Für den eindimensionalen Testfall wird die anfängliche Verteilung einer Gröÿe

ψ(x, 0) =
1

1 + e(80|x−0.5|−12)
x ∈ [0, 1], (3.21)

bei konstanter Windgeschwindigkeit zyklisch durch das Modellgebiet von links nach
rechts advehiert. Um den Ein�uss zeitlicher Diskretisierungsfehler auf die Lösung zu
reduzieren, beträgt die Courant-Zahl Cr = 0.001. Der zweidimensionale Testfall ist
durch den Anfangszustand

ψ(x, y, 0) = 4e−
1
36

√
(x−40)2+(y)2 {x, y} ∈ [−100, 100], (3.22)

charakterisiert und in Abbildung 3.3 dargestellt. Das vorgegebene Geschwindigkeits-
feld (u = −ωy, v = ωx) mit der Winkelgeschwindigkeit ω = 2π

400 ist divergenzfrei und
weist eine zyklonale Rotation auf. Die Ränder des Modellgebiets sind zyklisch. Mit
zunehmenden Abstand von der Mitte des Modellgebiets nimmt die Courant-Zahl zu
und erreicht an den Ecken einen Maximalwert von CrMax = 1.26. Dieser Testfall
stellt nach De und Eswaran (2006) hohe Anforderungen an ein Schema bezüglich der
Dispersions- und Dissipationseigenschaften.
Abbildung 3.4 zeigt die Ergebnisse4 des eindimensionalen Advektionstests. Um den
E�ekt des künstlichen Dissipationsterms zu veranschaulichen, ist zusätzlich die Lö-
sung mit WS6 dargestellt. In Übereinstimmung mit den in Abschnitt 3.2.1 darge-
stellten theoretischen Erkenntnissen für den Dispersionsfehler, zeigt PW eine gröÿere
Phasenverschiebung im Vergleich zu WS5 und WS6, für die untereinander kein Unter-
schied in der Phasengeschwindigkeit nachzuweisen ist. Auch numerische Oszillationen

3Die ‖L‖2-Norm ist auch als Euklidische-Norm bekannt und wird in der Numerik häu�g verwendet
um die Konvergenz numerischer Verfahren zu überprüfen.

4Für die Ergebnisse der idealisierten Advektionstests werden keine physikalischen Einheiten ange-
geben, da es sich um dimensionslose mathematische Gröÿen handelt.
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3.2 Advektionsverfahren höherer Ordnung von Wicker-Skamarock

Abbildung 3.3: Anfangszustand und analytische Lösung nach 400 Zeitschritten des
zweidimensionalen Testfalls.

sind mit PW deutlich ausgeprägter als bei den anderen Schemen. Mit WS6 und PW
sind im gesamten Nachlauf Wiggles zu erkennen. Durch numerische Dissipation wer-
den Wiggles mit WS5 gedämpft, sodass diese nur direkt an den Flanken der Verteilung
auftreten.
Die Ergebnisse des zweidimensionalen Tests sind nach einem vollständigen Umlauf in
Abbildung 3.5 zu erkennen. Nach 400 Zeitschritten ist die analytische Lösung mit dem
Anfangszustand identisch. Mit WS5 beschränken sich die Oszillationen auf die direk-
te Umgebung der Verteilung, wohingegen diese mit PW deutlich stärker ausgeprägt
sind und sich über das gesamte Modellgebiet erstrecken. Obwohl PW ein zentriertes
Di�erenzenverfahren ist und keine numerische Dissipation aufweist, ist die Form der
ursprünglichen Verteilung kaum noch erkennbar und die Amplitude stark verringert.
Jede Funktion kann in einer Fourierreihe als Summe über Terme unterschiedlicher
Wellenzahlen dargestellt werden. Terme mit hohen Wellenzahlen sind starken Disper-
sionsfehlern ausgesetzt, was in einer verringerten numerischen Phasengeschwindigkeit
dieser Moden resultiert. Infolgedessen laufen die Moden bei der zeitlichen Integration
auseinander, wodurch die Verteilung verbreitert und die Amplitude verkleinert wird.
Die Moden mit geringerer Phasengeschwindigkeit treten dann in Form von Wiggles
auf. Anhand der in Abbildung 3.6 in einem y-Schnitt dargestellten Lösung mit WS6
ist zu sehen, dass der Dispersionsfehler die Amplitude stark verringert und ausge-
prägte numerische Oszillationen hervorruft. Der Dissipationsterm in WS5 bewirkt
eine zusätzliche Dämpfung kurzwelliger Moden, was zu einer weiteren Verringerung
der Amplitude führt. Jedoch überwiegt in Bezug auf Form und Amplitude der Vertei-
lung in diesem Testfall der dispersive Fehler gegenüber dem Dissipativen. Die durch
zeitliche Abbruchfehler hervorgerufene numerische Dissipation ist in den beiden Test-
fällen vernachlässigbar gering.
In Abbildung 3.7 sind die Fehler in der ‖L‖2-Norm abhängig von der Gitterweite
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3.2 Advektionsverfahren höherer Ordnung von Wicker-Skamarock

Abbildung 3.4: Lösung des eindimensionalen Advektionstests bei Cr = 0.001 nach
einem zyklischen Durchlauf mit: PW (linke obere Seite) , WS5 (rechte obere Sei-
te) und WS6 (unten). Die jeweils mit dargestellte analytische Lösung entspricht
dem Anfangszustand. Die Anzahl der Gitterpunkte beträgt 100, die Gitterweite
∆x = 0.02.

für ein- und zweidimensionale Advektionstests aufgetragen. WS5 zeigt geringere Ab-
weichungen zur analytischen Lösung als PW. Eine Ausnahme bildet hier die kleinste
verwendete Gitterweite bei dem eindimensionalen Test. In diesem Fall ist die Lö-
sung unabhängig vom verwendeten Advektionsschema. Im Allgemeinen ist jedoch zu
beobachten, dass sich bei sehr feiner Au�ösung die Fehler von PW und WS5 mit
kleiner werdender Gitterweite annähern. Die Steigung des Fehlers von WS5 weist in
beiden Fällen einen Knick auf, wohingegen der Fehler von PW einen konstanteren
Verlauf aufweist. Analog dazu sind in Abbildung 3.8 die Konvergenzraten von WS5
und PW dargestellt. Die Konvergenzraten beider Schemen weichen sowohl bei grober
als auch bei sehr feiner Au�ösung von ihren theoretischen Werten (fünf bzw. zwei)
ab. WS5 erreicht bei grober Au�ösung nur Werte zwischen zwei und drei. Mit klei-
ner werdender Gitterweite steigt die Konvergenzrate bis auf einen Wert von sechs
an, verringert sich dann stark und pendelt sich bei sehr hoher Au�ösung auf Werte
zwischen eins und zwei ein. PW konvergiert bei geringer Au�ösung langsamer und
bei hoher Au�ösung schneller gegen die analytische Lösung. Wie bereits in Abschnitt
3.2.1 erwähnt, lösen weder PW noch WS5 Strukturen mit hoher Wellenzahl gut auf.
Durch groÿe Dispersionsfehler bei grober Au�ösung erhöhen Wiggles den Fehler und
verringern dadurch die Konvergenzrate. Wird die advehierte Verteilung besser aufge-
löst, verringert sich der Dispersionsfehler und die Konvergenzrate steigt. Mit kleiner
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(a)

(b)

Abbildung 3.5: Lösung des zweidimensionalen Advektionstests nach einem voll-
ständigen Umlauf mit: (a) PW, (b) WS5. Die Anzahl der Gitterpunkte in x- und
y-Richtung beträgt 81 bei einer Gitterweite von ∆x = ∆y = 2.5.
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Abbildung 3.6: Lösung mit WS5 (durchgezogen) und WS6 (gestrichelt) nach ei-
nem vollständigen Umlauf. Um die direkte Auswirkung des Dissipationsterms auf
die Amplitude der Verteilung darzustellen, ist das Ergebnis in einem y-Schnitt
dargestellt.

(a) (b)

Abbildung 3.7: Fehler in der ‖L‖2-Norm in Abhängigkeit von der Gitterweite für
den eindimensionalen (a) und zweidimensionalen (b) Testfall. Die Fehler resultie-
ren aus Lösungen bei gleicher Courant-Zahl und weisen daher keine Abhängigkeit
vom Zeitschrittverfahren auf.

30



3.3 Ein�uss von Diskretisierungsfehlern auf das Subskalenmodell

(a) (b)

Abbildung 3.8: Konvergenzraten in Abhängigkeit von der Gitterweite für den ein-
dimensionalen (a) und zweidimensionalen (b) Testfall.

werdender Gitterweite verringert sich die Konvergenzrate bei PW ebenfalls, ist in
dem Bereich jedoch höher als bei WS5. Ab einer gewissen Au�ösung einer Struktur
erreicht die dazugehörige Wellenzahl einen Schwellwert und Abbruchfehler verringern
sich mit abnehmender Gitterweite nur wenig (siehe Abbildung 3.1). Dieser Schwell-
wert wird bei Schemen höherer Ordnung eher erreicht und führt zu den erwähnten
Knicken in der Fehlerkurve und einer starken Abnahme in der Konvergenzrate. Es
ist jedoch festzuhalten, dass die hier abgebildeten Fehlerkurven und Konvergenzraten
der Advektionsverfahren eine Abhängigkeit vom gewählten Testfall und der verwen-
deten Gebietsgröÿe zeigen und daher keine Allgemeingültigkeit besitzen.
Bei den durchgeführten Tests sind die Ergebnisse von PW in der Form C3 (2.39)
und der modi�zierten Form (2.40) aufgrund der vollständigen Divergenzfreiheit der
Geschwindigkeitsfelder identisch. Des Weiteren können die von Baldauf (2008) sowie
von Wicker und Skamarock (2002) theoretisch und empirisch ermittelten Stabilitäts-
beschränkungen für WS5 bezüglich Cr bestätigt werden. Die Lösung mit PW bleibt
bis zu einer Courant-Zahl von CrMax = 1.6 stabil.

3.3 Ein�uss von Diskretisierungsfehlern auf das
Subskalenmodell

Durch Verwendung von Advektionsverfahren höherer Ordnung werden numerische
Abbruchfehler verringert und Strukturen besser aufgelöst. Zentrierte Verfahren hö-
herer Ordnung besitzen jedoch keine guten Stabilitätseigenschaften, sodass für die
Simulation turbulenter Strömungen Verfahren mit stabilisierender numerischer Dif-
fusion verwendet werden müssen (Drikakis, 2003). Dissipative Schemen höherer Ord-
nung sind vor allem für RANS und DNS Modelle anwendbar und werden dort vielfach
eingesetzt. Nach Glendening und Haack (2001) sind diese Schemen für LES Modelle
nur bedingt geeignet, da die numerische Di�usion Eigenschaften des Subskalenmo-
dells nachahmt und so mit diesem interagiert. Das führt dazu, dass ein Teil der Ge-
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samtdissipation durch numerische Fehler, der andere Teil durch Parametrisierungen
physikalischer Prozesse bereitgestellt wird und somit zwei Mechanismen das Tur-
bulenzspektrum beein�ussen. Das Subskalenmodell nach Deardor� (1980) hat aber
auch einen rückkoppelnden Mechanismus über die prognostische Gleichung für die
subskalige TKE, sodass sich die physikalische Dissipation in Abhängigkeit von der
Numerischen einstellt (Park et al., 2004). Jedoch agieren numerische und physika-
lische Dissipation auf verschiedenen Skalen. So dissipiert das Subskalenmodell nur
Strukturen bei κmax, wohingegen die numerische Dissipation auch Strukturen kleiner
κmax dämpft und somit als expliziter Filter mit der Filterweite ∆eff agiert. ∆eff wird
auch als e�ektive Filterweite bezeichnet und bestimmt sich aus der impliziten Filte-
rung durch das Gitter, dem Subskalenmodell und der e�ektiven Wellenzahl κeff des
verwendeten Advektionsschemas. Da letztere einen erheblichen Ein�uss auf kleinska-
lige Strukturen besitzt, verringert sich im Allgemeinen die e�ektive Filterweite mit
zunehmender Ordnung des verwendeten Advektionsschemas und nähert sich der in
Abschnitt 2.1 de�nierten Abschneidelänge an (Sengupta und Nair, 1999).
Der Energietransfer von den groÿen zu den kleinen Skalen wird nicht nur durch phy-
sikalische Prozesse beein�usst, sondern auch durch Dispersionsfehler. Damit verbun-
dene kleinskalige numerische Oszillationen transferieren zusätzliche Energie von den
gröÿerskaligen zu den kleinskaligen Strukturen. Der zusätzliche Energietransfer und
die daraus resultierende erhöhte physikalische und numerische Dissipation modi�zie-
ren die Turbulenzspektren. Wenn das Subskalenmodell nicht genügend physikalische
Dissipation bereitstellt, kann sich so im Fall nichtdi�usiver Schemen sehr viel Energie
bei κmax ansammeln. Durch Verwendung von Schemen höherer Ordnung verschiebt
sich dieser Mechanismus hin zu gröÿeren Wellenzahlen. Subskalenmodelle wie das
nach Deardor� (1980) interagieren mit Diskretisierungsfehlern, obwohl die Parametri-
sierungen unabhängig von diesen entwickelt wurden. Dies führt zu einer verminderten
e�ektiven Au�ösung der betrachteten Strömung (Park et al., 2004). Eine weiterfüh-
rende Analyse der Zusammenhänge zwischen Diskretisierungsfehlern und Subskalen-
modell wird in Abschnitt 5.4 anhand von Simulationsergebnissen für eine neutrale
Grenzschicht gegeben.
Es existieren verschiedene Ansätze, bei denen die numerische Dissipation die physi-
kalische vollständig ersetzt und kein Subskalenmodell benötigt wird. Dabei �ieÿen die
subskaligen Parametrisierungen direkt in die Numerik mit ein und werden implizit
berechnet. Weiterführende Informationen dazu sind unter den Stichworten implizite
Turbulenzmodellierung oder MILES (Monotonically Integrated LES) zu �nden.

3.4 Kontrolle der numerischen Dissipation

Bei idealisierten Advektionstests liefert WS5 verglichen mit WS6 bessere Ergebnisse.
Im Falle turbulenter Strömungen kann der Ein�uss der enthaltenen Dissipation auf
kleinskalige Strukturen jedoch nicht vernachlässigt werden. Um den Ein�uss nume-
rischer Dissipation auf das Subskalenmodell zu minimieren, werden an dieser Stelle
verschiedene Ansätze zur Kontrolle der numerischen Dissipation vorgestellt. Die Idee
der Dissipationskontrolle beruht darauf, numerische Dissipation so zu steuern, dass
Stabilitätseigenschaften erhalten und numerische Oszillationen reduziert werden, oh-
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ne dabei die eigentlichen turbulenten Strukturen unnötig zu dämpfen. Die folgen-
den Methoden basieren auf der Wichtung des Dissipationsterms mit einem Faktor
γ ∈ [0, 1].

Bei der ersten Methode (D1) von Tajallipour et al. (2009) stellt sich die numerische
Dissipation abhängig von der Intensität einer Schwingung dynamisch ein. Sind zwei
der drei folgenden Bedingungen erfüllt

(ψj − ψj−1)(ψj+1 − ψj) ≤ χ, (3.23)

(ψj+2 − ψj+1)(ψj+1 − ψj) ≤ χ, (3.24)

(ψj − ψj−1)(ψj−1 − ψj−2) ≤ χ, (3.25)

wird γ lokal um einen Faktor erhöht, andernfalls verringert. χ ≤ 0 ist ein frei wähl-
barer Schwellwert zur Di�erenzierung zwischen Turbulenz und Wiggles.

Der zweite Kontrollmechanismus (D2) von Sjögreen und Yee (2004) unterscheidet
turbulente Strukturen von Wiggles, indem die Glattheit einer Gröÿe ψ auf verschieden
groben Gittern betrachtet wird. Auf dem jeweils nächst gröberen Gitter ist ψ durch

ψmj = ψm−1
2j , m ∈ 0, ...,M (3.26)

gegeben, d.h. auf dem Gitter m ist nur jeder zweite Punkt vom Gitter m−1 bekannt.
Diese Vergröberung wird bis zum GitterM durchgeführt. Dort beginnend wird ψ̃m−1

2j−1

auf dem nächst feineren Gitter durch lineare Interpolation von ψj und ψj−1 ermit-
telt. Der Interpolationsfehler dmj wird mithilfe des bekannten Wertes ψm−1

2j−1 für jeden
Gitterpunkt bestimmt:

dmj = ψm2j−1 − ψ̃m2j−1. (3.27)

Dies wird so lange fortgeführt, bis alle Interpolationsfehler für jeden Gitterpunkt auf
jedem Gitterlevel bekannt sind. Anschlieÿend wird das lokale Maximum des Interpo-
lationsfehlers rmj in einer bestimmten Umgebung abhängig von m ermittelt. Sjögreen
und Yee (2004) geben folgenden Zusammenhang zwischen Fehler und Gitterlevel:

rmj = eαm+c, (3.28)

mit den Parametern α und c, die durch eine nichtlineare Regression ermittelt werden.
Dabei dient α als Detektor für Wiggles. α = 0 weist dabei auf numerische Oszilla-
tionen, α = 1 auf turbulente Strukturen hin. Für die endgültige Berechnung von γ
machen Sjögreen und Yee (2004) folgenden Vorschlag:

γ(α) = 0.5 +
1
π

arctan (300(0.5− α)). (3.29)

Für weiterführende Informationen und mathematische Hintergründe wird auf Sjö-
green und Yee (2004) verwiesen.

Der dritte, in dieser Arbeit entwickelte Ansatz (D3) basiert auf der Annahme, dass
Wiggles turbulente Strukturen lokal überlagern und somit die Varianz in der Um-
gebung erhöhen, die gemittelte globale Varianz in einer Raumrichtung aber kaum
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3.4 Kontrolle der numerischen Dissipation

beein�ussen. Dazu wird die lokale Varianz aus den Werten ψj der umliegenden Git-
terpunkte berechnet:

σlokalψj
=

1
N lokal − 1

j+p∑
j−p

(ψj − ψj)2

 , mitN lokal = 2p+ 1. (3.30)

ψj ist das lokale räumliche Mittel undN lokal ist die Anzahl der Gitterpunkte die in die
Berechnung des lokalen Mittels und der Varianz ein�ieÿen. Der Quotient aus lokaler
und globaler Varianz ist ein Maÿ für die Intensität der Wiggles an einem Gitterpunkt.
Für den Fall, dass keine Wiggles auftreten, der Quotient aber ∼= 1 ist, garantiert ein
Faktor CDiss ≤ 1, dass nicht das volle Maÿ an numerischer Di�usion eingesetzt wird.
Anschlieÿend wird der Kontrollparameter

γj = CDiss
σlokalψj

σψ
(3.31)

noch auf ein Intervall zwischen [0, 1] beschränkt.

Erste Testergebnisse der Kontrollmechanismen sind in Abbildung 3.11 - Abbildung
3.13 zu sehen. Zusätzlich sind in Abbildung 3.9 und Abbildung 3.10 die Ergebnisse von
WS5 sowie WS6 noch einmal als Referenz abgebildet. Die Anfangsbedingungen sind
identisch mit den in Abschnitt 3.2.2 vorgestellten zweidimensionalen Rotationstests.
Es ist die unterschiedliche Skalierung in den einzelnen Graphiken zu beachten.

Abbildung 3.9: Isoliniendarstellung der Verteilung nach 400 Zeitschritten mit WS5.
Um die Amplitude der Verteilung hervorzuheben ist nur ein Ausschnitt des ver-
wendeten Modellgebiets abgebildet. Das Maximum liegt bei 1.27, das Minimum
bei −0.17.
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3.4 Kontrolle der numerischen Dissipation

Abbildung 3.10: Isoliniendarstellung der Verteilung mit WS6. Das Maximum liegt
bei 1.63, das Minimum bei −0.52.

Abbildung 3.11: Isoliniendarstellung der Verteilung mit WS5 modi�ziert mit D1.
Der verwendete optionale Schwellwert χ beträgt null. Das Maximum liegt bei 1.25,
das Minimum bei −0.21.
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3.4 Kontrolle der numerischen Dissipation

Abbildung 3.12: Isoliniendarstellung der Verteilung mit WS5 modi�ziert mit D2.
Die Anzahl der verwendeten Gitterlevel beträgt vier. Das Maximum liegt bei 1.59,
das Minimum bei −0.49.

Abbildung 3.13: Isoliniendarstellung der Verteilung mit WS5 modi�ziert mit D3.
Die in D3 enthaltene Konstante CDiss beträgt eins. Das Maximum liegt bei 1.57,
das Minimum bei −0.03.

Die Intensität der Wiggles kann anhand der in den Graphiken angegebenen Minima
abgeleitet werden. Mit D1 sind kaum Unterschiede in der Wiggleintensität und in
der Amplitude der advehierten Verteilung zu erkennen. Auch die absoluten Werte
zeigen nur geringfügige Abweichungen zu WS5. Die Amplitude der Verteilung ist mit
D2 weniger gedämpft als mit WS5, jedoch treten ähnlich wie bei WS6 deutlich mehr
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3.4 Kontrolle der numerischen Dissipation

numerische Oszillationen im Nachlauf auf. Im Fall von D3 weist das Maximum nur
einen geringfügig kleineren Wert im Vergleich zu WS6 auf. Die Intensität der Wiggles
ist verglichen mit dem Originalschema WS5 ohne Dissipationskontrolle geringer. Die-
ses Ergebnis ist überraschend, da im ersten Moment eine geringere Wiggleintensität
auf eine erhöhte Dissipation in diesen Bereichen hindeutet. γ ist jedoch auf Werte
zwischen null und eins beschränkt, womit dies ausgeschlossen werden kann. Werden
die dissipativen Anteile der Flüsse Fi± 1

2
mit unterschiedlichen Faktoren γ± gewich-

tet, ergibt sich aus einer Fouriertransformation wie in Abschnitt 3.2.1, die e�ektive
Wellenzahl:

κD3
eff = i

l1e
3iκ∆x + l2e

2iκ∆x + l3e
iκ∆x + l4 + l5e

−iκ∆x + l6e
−2iκ∆x + l7e

−3iκ∆x

60
(3.32)

mit

� l1 = 1− γ+

� l2 = −9 + 5γ+ + γ−

� l3 = 45− 10γ+ + 5γ−

� l4 = 10γ+ + 10γ−

� l5 = −45− 5γ+ − 10γ−

� l6 = −45− 5γ+ − 10γ−

� l7 = −1− γ− .

Die dazugehörigen Real- und Imaginärteile sind in Abbildung 3.14 in Abhängigkeit
von der Wellenzahl dargestellt. Es lässt sich erkennen, dass die Wichtung den Dissipa-
tionsfehler wie erwartet verringert. Eine unterschiedliche Wichtung der dissipativen
Flüsse hat einen positiven Ein�uss auf die Dispersionseigenschaften zur Folge. Es
ist zu vermuten, dass dadurch ein Ein�uss auf die Monotonieeigenschaften der dif-
fusiven Flüsse genommen wird. Physikalisch di�usive Flüsse sind entgegen den Gra-
dienten gerichtet. Numerisch di�usive Flüsse sind jedoch nicht monoton und somit
nicht zwangsläu�g entgegen den Gradienten gerichtet. Dies kann dazu führen, dass
sich Wiggles zum Teil lokal verstärken (Knievel et al., 2007). In jedem Fall wird eine
Kopplung zwischen Dissipations- und Dispersionsfehler durch die Wichtung der Dis-
sipationsterme hervorgerufen, die im Fall von D3 am ausgeprägtesten ist. Die genaue
Ursache und der Mechanismus sind leider noch nicht geklärt und erfordern weitere
Untersuchungen.

Es lassen sich unter Verwendung der drei Kontrollmechanismen keine Veränderungen
in den Stabilitätseigenschaften von WS5 feststellen. D1 und D2 sind beide stark von
Parametern abhängig, die wiederum von der Art der Strömung abhängen. Jedoch zei-
gen sich auch durch Variation der darin enthaltenen Parameter kaum Verbesserungen
der numerischen Eigenschaften verglichen mit dem Originalschema für diesen Test-
fall. Aus diesen Gründen werden D1 und D2 im Folgenden nicht weiter betrachtet.
Weitere Testergebnisse für D3 für die Advektion von Impuls sowie für die Simulation
einer konvektiven Grenzschicht sind in Abschnitt 5.1 und Abschnitt 5.5 zu �nden.
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3.4 Kontrolle der numerischen Dissipation

Abbildung 3.14: Dispersions- und Dissipationsfehler, dargestellt durch die
Imaginär- sowie Realteile der e�ektiven Wellenzahl für WS5 und WS5 + D3. Dis-
sipative Flüsse sind in diesem Fall unterschiedlich mit γ+ = 1.0 und γ− = 0.5
gewichtet.
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4 Implementierung

Um die verbesserten Eigenschaften des Advektionsverfahrens fünfter Ordnung in
PALM nutzen zu können, sind eine Reihe von Modi�kationen im Quellcode not-
wendig. Daher liegt ein groÿer Bestandteil dieser Arbeit in der Implementierung und
Rechenzeitoptimierung von WS5. Die wichtigsten dafür erforderlichen Änderungen in
PALM, wie auch die Umsetzung von WS5 in neuen Advektionsmodulen, werden in
diesem Kapitel beschrieben.

4.1 Grundlegende Änderungen

Durch die Gebietszerlegung entstehen an den Teilgebietsgrenzen der PEs lokale Da-
tenabhängigkeiten. Im Fall von PW genügt ein Geisterrand um die lokalen Daten-
abhängigkeiten zu vermeiden. Hingegen werden bei WS5 dafür drei Geisterränder
benötigt. Daher ist eine dynamische Anpassung der Anzahl der Geisterränder in Ab-
hängigkeit vom gewählten Advektionsschema notwendig. Die Grenzen der Teilgebie-
te der PEs werden in dem Unterprogramm init_pegrid durch die Parameter nxl,
nxr, nys, nyn, nzb, nzt festgelegt. Bisher auf einen Geisterrand statisch festgeleg-
te Schleifengrenzen und die Speicherallokierung von Feldern werden durch Einführung
neuer Parameter

nxlg = nxl - nbgp

nxrg = nxr + nbgp

nysg = nys - nbgp

nyng = nyn + nbgp

dynamisch an die benötigte Geisterrandanzahl angepasst. nbgp (number of boundary
ghost points) nimmt je nach Advektionsschema einen Wert von 1 oder 3 an. An der
Ober- und Untergrenze des Modellgebiets erfolgt bei der Vertikaladvektion ein Über-
gang zu Verfahren niedrigerer Ordnung (siehe Abschnitt 5.2), sodass an diesen Ränder
auch mit WS5 nur ein Geisterrand benötigt wird und keine Veränderungen notwendig
sind.
Der für die Geisterränder notwendige Datenaustausch zwischen den PEs wird in
exchange_horiz und exchange_horiz_2d mit den nicht-blockierenden1 Sende- und

1Der Prozess wird im Hintergrund durchgeführt, gleichzeitig können aber auch weitere MPI-
Prozesse und Anweisungen ausgeführt werden.
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4.1 Grundlegende Änderungen

Empfangsfunktionen

mpi_isend(buf, count, datatype, ...)

mpi_irecv(buf, count, datatype, ...)

bewerkstelligt. Dazu müssen u. a. die Startadresse buf, die Anzahl der Elemente
count und der Datentyp datatype des Sende- bzw. Empfangspu�ers angegeben wer-
den. Weitere Ein- und Ausgabeparameter, die die eindeutige Zuordnung der Sende-
und Empfangsprozesse sowie den Status der Kommunikation betre�en, werden an
dieser Stelle nicht aufgeführt.
Angesichts des in Fortran90 spaltenweise (k → j → i) optimalen Speicherzugri�es auf
Daten in mehrdimensionalen Feldern, wird der Datenaustausch zwischen linken und
rechten sowie vorderen und hinteren PEs gemäÿAbbildung 2.3 unterschieden. Die Da-
ten für den Austausch zwischen vorderen und hinteren PEs liegen zusammenhängend
in xz-Ebenen. Ein zusammenhängender Datenaustausch ist jedoch aufgrund des un-
günstigen Speicherzugri�es (k → i→ j) ungeeignet. Auch mehrfaches Aufrufen der
Sende- und Empfangsfunktionen, um eine jeweils zusammenhängende Übertragung
mit optimalen Speicherzugri� zu gewährleisten, erweist sich als nachteilig. Dies ist
darauf zurückzuführen, dass bei jedem Aufruf einer MPI-Funktion aufgrund interner
Mechanismen bei der Verarbeitung eines Befehls sowie durch Signalübertragungen
Verzögerungen (Latenzzeiten) entstehen. Um unnötige Latenzzeiten zu vermeiden,
bietet MPI die Möglichkeit neue Datentypen mit

mpi_type_vector(count, blocklen, stride, oldtype, newtype)

zu de�nieren. Dazu werden die auszutauschenden Feldelemente gemäÿ (k → j → i)
in count Blöcken zusammengefasst, deren Anzahl blocklen und Abstand stride

voneinander fest vorgegeben ist. oldtype und newtype bezeichnen den alten und
neuen Datentyp. Mithilfe dieser Blockstruktur kann optimal auf Daten im Speicher
zugegri�en werden, ohne dass zusätzliche Latenzzeiten auftreten.

In Abbildung 4.1 ist der Datentransfer zwischen vorderen und hinteren sowie linken
und rechten PEs für eine Richtung schematisch dargestellt. Zwischen vorderen und
hinteren PEs werden wie bisher �Säulen� kommuniziert, deren Anzahl nun variabel
ist. Daten für den Austausch zwischen linken und rechten PEs liegen in yz-Ebenen
und können so wie bisher optimal und zusammenhängend transferiert werden. Es
zeigt sich jedoch, dass weniger CPU-Zeit für den Austausch benötigt wird, wenn die
zu kommunizierenden Daten zu einem neuen Datentyp zusammengefasst werden. In
Abbildung 4.2 sind die Ergebnisse eines Performance-Tests auf der SGI-ALTIX bei
einer jeweils eindimensionalen Gebietszerlegung mit 32 PEs für 512 x 512 x 32 Git-
terpunkte dargestellt. Die benötigte CPU-Zeit für den Austausch zwischen den PEs
ist mit der benötigten CPU-Zeit der bisherigen Implementierung für einen Geister-
rand normiert und gegen die Anzahl der Geisterränder aufgetragen. Es ist ein linearer
Anstieg der notwendigen CPU-Zeit für den Datentransfer in Abhängigkeit von der
Datenmenge erkennbar. Dabei ist die stärkere Zunahme der Transferzeit zwischen
vorderen und hinteren PEs auf die nicht-zusammenhängende Datenmenge zurück-
führbar. Beim Erstellen der MPI-Blöcke werden die Daten in hierarchisch gegliederte
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4.1 Grundlegende Änderungen

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des Datentransfers von vorderen zu hinte-
ren (linke Seite) sowie von linken zu rechten PEs (rechte Seite) gemäÿ (k → j → i)
bei drei Geisterrändern. Die Quader stellen die Teilgebiete der PEs dar. Pfeile
kennzeichnen die Richtung des Datentransfers. Die Daten werden entsprechend
der unterschiedlichen Farbdarstellung in Blöcken zusammengefasst, gemeinsam
versendet und am Zielprozessor wieder in Felder geschrieben. Der Datentransfer
vom vorderen zum hinteren PE ist hier nur für einen Index i abgebildet. Auf der
rechten Seite ist die vollständige Übertragung der drei Geisterebenen zu erkennen.
Der entgegengesetzte Austausch verhält sich in beiden Fällen äquivalent.

Zwischenspeicher (Cache-Level) geladen, um die Zugri�szeit zu verringern. Durch ge-
wisse Kriterien, wie zum Beispiel die Häu�gkeit der Zugri�e oder die physikalische
Nähe der Daten im Speicher, wird der Dateninhalt der einzelnen Level gesteuert. Auf-
grund begrenzter Speicherkapazitäten be�nden sich nicht-zusammenhängende Daten
häu�g in unterschiedlichen Hierarchieebenen des Zwischenspeichers, wodurch bei je-
dem Zugri� auf die Daten diese erst in das höchste Cache-Level geladen werden müs-
sen. Die dadurch entstehenden Verzögerungen treten mit zusammenhängenden Daten
weniger auf, da sich diese meist in ein und derselben Hierarchieebene be�nden. Aus
diesem Grund wird die Steigung der Graphen auch von der Anzahl der Gitterpunkte
pro PE beein�usst. Weiterhin ist zu sehen, dass sich die CPU-Zeit für den Datenaus-
tausch zwischen linken und rechten PEs mit MPI-Blöcken um etwa 10% verringert,
verglichen mit der bisherigen Implementierung ohne MPI-Blöcke. Dies ist vermutlich
auf MPI-interne Abhängigkeiten vom verwendeten Datentyp zurückzuführen.

Zyklische Randbedingungen (2.53) werden ebenfalls in exchange_horiz behandelt.
Liegen die gegenüberliegenden Ränder des Modellgebiets auf einem PE, wird die
Umspeicherung abhängig von der Geisterrandanzahl in einer Schleife vorgenommen.
Anderenfalls werden die zyklischen Randbedingungen durch Geisterrandaustausch
realisiert.
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Abbildung 4.2: Benötigte CPU-Zeit in Abhängigkeit von der Geisterrandanzahl
nbgp für den Austausch zwischen vorderen und hinteren PEs (gestrichelt) sowie
linken und rechten PEs (durchgezogen). Die für die Normierung herangezogene Re-
ferenzzeit tCPUref

ergibt sich aus der bisherigen Realisierung des Datenaustauschs
für einen Geisterrand. Die Ergebnisse resultieren jeweils aus einer eindimensiona-
len Gebietszerlegung bei 32 PEs für 512 x 512 x 32 Gitterpunkte in x-, y- und
z-Richtung.

4.2 Neue Advektionsmodule

Die neuen Unterprogramme für die Advektion von Skalaren (advec_s_ws) und Ge-
schwindigkeitskomponenten (advec_u_ws, advec_v_ws, advec_w_ws) beinhalten je-
weils zwei Routinen zur Approximation des Advektionsterms mit WS5. Eine Routine
ist für Vektorrechner optimiert, die andere für Rechnerarchitekturen mit mehreren
Caches. Der Aufruf der Routinen wird mithilfe einer in PALM häu�g verwendeten
Operatorüberladung gesteuert. Dazu werden die Advektionsmodule mit entsprechen-
den Übergabeparametern in der jeweiligen Version von prognostic_equations aufge-
rufen, die dann wiederum intern die dazugehörige Routine aufrufen. Die Formulierung
des Advektionsterms in Flussform (3.4) erfordert die Berechnung von Flüssen an den
Rändern der Gitterboxen. Aufgrund der Erhaltung einer Gröÿe muss der Fluss Fi+ 1

2

am Gitterpunkt i gleich dem Fluss Fi′− 1
2
am Gitterpunkt i′ = i+1 sein. Infolgedessen

ist die Berechnung der Flüsse an der Stelle i− 1
2 nur an den Rändern der Teilgebiete

notwendig, da die berechneten Flüsse an der Stelle i + 1
2 zwischengespeichert und

für den nächsten Gitterpunkt wiederverwendet werden können, wie in Abbildung 4.3
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Abbildung 4.3: Darstellung der horizontalen numerischen Flüsse von Skalaren an
den Rändern einer Gitterbox. Die Pfeile markieren die Richtung der Flüsse bei po-
sitiver u- und v-Komponente. i′ bezeichnet den Index i+1. An der Stelle

(
j, i+ 1

2

)
sind die Flüsse Fj,i+ 1

2
und Fj,i′− 1

2
identisch.

schematisch dargestellt ist. Dies ist bezüglich der Optimierung ein entscheidender
Vorteil gegenüber Schemen wie PW, die nicht auf der Formulierung des Advektions-
terms in Flussform beruhen. Infolge des Schleifendurchlaufes gemäÿ (i, j, k) werden
vertikale Flüsse in einer Variablen und horizontale Flüsse in ein- sowie zweidimen-
sionalen Feldern zwischengespeichert. In der für Vektorrechner optimierten Version
sind diese Felder lokal deklariert, da für jeden Tendenzterm gesonderte Schleifen über
i, j, k in den Routinen stehen. Dagegen stehen in der Cache-optimierten Version die
Schleifen über i, j im übergeordneten Modul prognostic_equations, sodass für die
Zwischenspeicherung globale Felder notwendig sind.

4.3 Weitere Anpassungen

Die Benutzung von WS5 ist mit Einschränkungen verbunden. So kann eine stabile Lö-
sung der Modellgleichungen nur in Verbindung mit RK3PALM realisiert werden. Mo-
mentan ist WS5 noch nicht für Dirichlet- und Strahlungsrandbedingungen verfügbar.
Auch das Multigrid-Verfahren zur Lösung der Poisson-Gleichung, das Turbulente-
Einströmen an den Rändern des Modellgebiets sowie die Berücksichtigung von To-
pographie bedürfen weiterer Modi�kationen. Abfragen in check_parameters sollen
entsprechende Laufzeitfehler vermeiden.
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4.3 Weitere Anpassungen

Der verwendete Zeitschritt wird u. a. über das CFL-Kriterium (2.46) berechnet. Da-
bei wird in PALM das eindimensionale minimale Verhältnis von Gitterweite zur ma-
ximal auftretenden Geschwindigkeitskomponente betrachtet. Bei Advektion entlang
der Gitterdiagonalen garantiert dieses Vorgehen keine stabile Lösung, wie entspre-
chende Advektionstests zeigen (siehe Abschnitt 3.2.2). Um in diesem Fall eine stabile
Lösung zu gewährleisten, steht eine nach Bedingung (3.18) angepasste Version für
die Berechnung des Zeitschrittes zur Verfügung. Weitere Veränderungen bezüglich
der Vertikaladvektion im bodennahen Bereich sowie der statistischen Auswertung
turbulenter Flüsse werden an entsprechender Stelle in Abschnitt 5.2 und 5.3 näher
erläutert.
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5 Validierung des Advektionsverfahrens fünfter

Ordnung mit PALM

Das Ziel dieser Arbeit ist die Verbesserung der numerischen Lösung der in PALM
verwendeten Modellgleichungen. Ein Ein�uss des Advektionsschemas wird vor allem
in Bereichen erwartet, in denen turbulente Gröÿen groÿe Gradienten aufweisen. Zu
Beginn des Kapitels werden Ergebnisse von Advektionstests für die Impulsadvekti-
on1 vorgestellt. Probleme und für deren Lösung notwendige Modi�kationen bei der
Vertikaladvektion sowie der statistischen Auswertung werden anschlieÿend erläutert.
Danach werden Simulationsergebnisse einer neutralen sowie konvektiven Grenzschicht
unter Verwendung von WS5 und PW vorgestellt und miteinander verglichen. Damit
einhergehend wird der Ein�uss der Dissipationskontrolle auf die Simulationsergeb-
nisse untersucht. Abschlieÿend werden anhand einer LES-Vergleichsstudie Ergebnisse
von Simulationen unter Verwendung von WS5 validiert und mit PW verglichen.

5.1 Verlagerung eines Rankine-Wirbels

Die Ergebnisse idealisierter Advektionstests für Skalare zeigen eine deutliche Verbes-
serung der numerischen Lösung unter Verwendung von WS5 im Vergleich zu PW. An
dieser Stelle wird die nichtlineare Impulsadvektion anhand eines Rankine-Wirbels ge-
testet, der mit PALM standardmäÿig initialisiert werden kann. Ein Rankine-Wirbel
weist eine vertikale Rotationsachse auf und lässt sich in einen inneren (Wirbelkern)
und einen äuÿeren Bereich unterteilen. Der Radius des Wirbelkerns beträgt 8∆x,
der des gesamten Wirbels 32∆x. Die Beträge der Geschwindigkeitskomponenten neh-
men im Wirbelkern mit zunehmendem Abstand vom Wirbelmittelpunkt linear zu.
Der äuÿere Bereich zeichnet sich durch eine exponentielle Abnahme in den Beträ-
gen der Geschwindigkeitskomponenten aus. Bei der Impulsadvektion muss zu jedem
RK3PALM-Teilschritt die Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes über die in Ab-
schnitt 2.5.2 beschriebene Prädiktor-Korrektor Methode realisiert werden. Zu Beginn
der Simulation wird der Rankine-Wirbel in init_rankine auf das vorgegebene hö-
henkonstante Geschwindigkeitsfeld ug = 2m

s , vg = 2m
s aufgeprägt und anschlieÿend

mit diesem, bei einer Courant-Zahl von Cr = 0.5, verlagert. An der Ober- und Unter-
grenze des Modellgebiets werden Gleitreibungsbedingungen für die Geschwindigkeits-
komponenten verwendet. Die Prandtl-Schicht Beziehungen �nden aus diesem Grund
bei dieser Simulation keine Verwendung. Um die reine Advektion testen zu können,
ist es notwendig, den turbulenten Di�usionskoe�zienten auf Null zu setzen. Bei einem
Rankine-Wirbel be�nden sich Druckgradientkraft und Zentrifugalkraft im Gleichge-

1Es ist zu beachten, dass für einen physikalisch korrekten Impuls die Terme noch mit der Dichte
multipliziert werden müssen.
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5.1 Verlagerung eines Rankine-Wirbels

Abbildung 5.1: xy-Schnitt der Vorticity ζ
[

1
s

]
zur Zeit t = 0 s nach Aufruf des Druck-

lösers. Um denWirbel zu veranschaulichen ist nur ein Ausschnitt des Modellgebiets
in z = 525m dargestellt. Die Gitterweite beträgt in alle Raumrichtungen 50 m.

wicht. Aus diesem Grund wird die Corioliskraft nicht berücksichtigt, da ansonsten
eine Beschleunigung in z-Richtung erfolgen würde. Des Weiteren werden zufällige
Störungen ausgeschaltet. Abbildung 5.1 zeigt die Vorticity ζ des Wirbels zu Beginn
der Simulation. Der Wirbelkern weist einen konstanten Wert positiver Vorticity auf.
Mit Übergang zum Wirbeläuÿeren verringert sich die Vorticity und es treten negative
Werte auf. Kurz dahinter steigt ζ wieder an und liegt im restlichen äuÿeren Bereich
bei Werten um Null. Die Abweichungen von Null in diesem Bereich sind auf die Mo-
di�kation des ursprünglich aufgeprägten, divergenten Geschwindigkeitsfeldes durch
Anwendung der Prädiktor-Korrektor Methode zurückzuführen.
In Abbildung 5.2 sind xy-Schnitte des Wirbels zu verschiedenen Zeitpunkten durch
die Vorticity veranschaulicht. Der Wirbel ist mit WS5 über die gesamte Simulations-
zeit von 18000 s trotz fortschreitender Deformation in seiner Struktur klar erkenn-
bar. In der Umgebung des Wirbels treten leichte Oszillationen in der Vorticity auf.
Aufgrund des zunehmenden Zerfalls und der numerischen Di�usion verringert sich
die Geschwindigkeitsscherung, wodurch die Extrema der Vorticity mit zunehmender
Verlagerungszeit vermindert werden. Mit PW treten im gesamten Modellgebiet Wig-
gles auf, die im Nachlauf des Wirbels stärker ausgeprägt sind. Infolge der zyklischen
Randbedingungen überlagern sich die Wiggles, wodurch längs und quer zur Strö-
mung ausgerichtete Muster entstehen. Der Wirbel selbst ist stark deformiert. Durch
die gröÿeren Dispersionsfehler zerfällt der Wirbel mit PW schneller und ist nach
18000 s kaum noch in seiner ursprünglichen Struktur erkennbar. Wie schon bei idea-
lisierten Tests für die Skalaradvektion, erzielt WS5 im Vergleich zu PW auch bei der
Impulsadvektion deutlich bessere Ergebnisse.

WS5 liefert in Verbindung mit der Dissipationskontrolle bei der skalaren Advekti-
on bessere Ergebnisse als das Originalschema. Allerdings kann ein Schema bei der
skalaren Advektion hervorragende Ergebnisse erzielen, bei der nichtlinearen Impul-
sadvektion jedoch völlig versagen (Deville et al., 2002). Abbildung 5.3 zeigt das Er-
gebnis nach 18000 s Simulationszeit unter Verwendung der Dissipationskontrolle. Die
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5.1 Verlagerung eines Rankine-Wirbels

(a)

(b)

(c)

Abbildung 5.2: xy-Schnitte der Vorticity ζ
[

1
s

]
bei z = 475m mit WS5 (linke Seite)

und PW (rechte Seite) nach (a) 3000 s, (b) 9000 s und (c) 18000 s. Der Wirbel wird
mit ug = 2m

s , vg = 2m
s bei einer Courant-Zahl von Cr = 0.5 sowie einer Gitterweite

von 50 m in alle Raumrichtungen zyklisch durch das Modellgebiet verlagert.
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5.2 Vertikaladvektion

Abbildung 5.3: xy-Schnitt der Vorticity ζ
[

1
s

]
nach 18000 s mit WS5 und zusätzli-

cher Dissipationskontrolle. Für weitere Informationen zu den Anfangsbedingungen
wird auf Abbildung 5.2 verwiesen.

kreisrunde Form des Rankine-Wirbels ist mit der Dissipationskontrolle etwas besser
erhalten. Die Wiggles in der direkten Umgebung des Wirbels zeigen kaum Verände-
rungen zu WS5. Die numerische Dissipation ist in gröÿerer Entfernung zum Wirbel
geringer, wodurch Wiggles nicht ausreichend gedämpft werden und das Modellgebiet
überlagern. Für die Anwendung der Dissipationskontrolle bei der Impulsadvektion ist
daher eine entsprechende Modi�kation erforderlich, bevor ein Einsatz bei der Simu-
lation turbulenter Strömungen erfolgen kann.

5.2 Vertikaladvektion

In der ersten Implementierung von WS5 wurden jeweils drei Geisterränder an der
Ober- und Untergrenze des Modellgebiets verwendet. Das hat jedoch zur Folge, dass
entsprechende Randwerte für die zusätzlichen Geisterränder benötigt werden. Im Fall
von Neumann-Randbedingungen (2.52) entsprechen diese dem vorgegebenen Gradi-
enten. Für Dirichlet-Bedingungen (2.51) wird den zusätzlichen Geisterrändern der
Wert des schon vorhandenen Geisterrandes übergeben. In Abbildung 5.4 ist dies für
die horizontalen Geschwindigkeitskomponenten schematisch dargestellt. Infolge der
verschwindenden Vertikalgeschwindigkeit am Boden ist PW praktisch unabhängig
von dem Geisterrandwert bei z = −∆z

2 , da dieser mit Null multipliziert wird. Bei
WS5 gilt gleiches für den Fluss Fk− 1

2
in der Höhe z = 0 m. Die darüberliegenden

numerischen Flüsse in den Höhen z = ∆z, z = 3∆z und z = 5∆z weisen jedoch eine
Abhängigkeit von den im Boden liegenden Werten auf, da die Vertikalgeschwindigkeit
in diesen Höhen in der Regel ungleich Null ist. Durch den unphysikalischen und groÿen
Geschwindigkeitsgradienten zwischen der ersten Gitterebene im Boden und der dar-
überliegenden Ebene werden vermutlich die höhenabhängigen Geschwindigkeitspro�le
beein�usst. Diese Vermutung kann anhand einer neutralen Prandtl-Schicht überprüft
werden, indem die nach der Ähnlichkeitstheorie (Monin und Obukhov, 1954) gelten-
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5.2 Vertikaladvektion

Abbildung 5.4: Schematische Darstellung der Spiegelungsrandbedingung für die ho-
rizontalen Geschwindigkeitskomponenten bei drei Geisterrändern im Boden. Ab-
gebildet ist das vertikale Gitter in Bodennähe für u, v und skalare Gröÿen. Der
Wert von u in der ersten prognostischen Gitterebene bei k = 1 wird an z = 0 m
gespiegelt und den Geisterrändern im Boden übergeben.

Abbildung 5.5: Pro�le abhängig von den Geisterrandwerten nach sechs Stunden für
eine neutrale Grenzschicht mit ug = 10 m

s , vg = 0 m
s und ∆x = ∆y = ∆z = 20 m.

Der Mittelungszeitraum beträgt 1800 s. Auf der linken Seite ist φm = ∂|−→v |
∂z

κ
′
z

u∗
abhängig von der Höhe aufgetragen. Die blaue Linie zeigt die Pro�lfunktion mit
WS5, die rote Linie die Pro�lfunktion mit PW. Die rechte Seite zeigt ein Pro�l
der horizontalen Geschwindigkeit, welches mit einem Pro�l aus einer Referenzsi-
mulation mit PW normiert ist.

49



5.2 Vertikaladvektion

Abbildung 5.6: Normierte Pro�lfunktion (linke Seite) und normiertes Geschwindig-
keitspro�l (rechte Seite) unabhängig von den Geisterrandwerten.

de Beziehung für den Betrag der mittleren Horizontalgeschwindigkeit

∂|−→v |
∂z

=
u∗
κ′z

φm

( z
L

)
(5.1)

benutzt wird. u∗ ergibt sich aus einer Integration über z und wird als Schubspan-
nungsgeschwindigkeit bezeichnet. L ist die Monin-Obukhov-Länge und k

′
= 0.4 steht

für die Kármánsche Konstante. φm bezeichnet die Pro�lfunktion, welche im neutralen
Fall einen konstanten Wert von Eins aufweist. Auf der linken Seite in Abbildung 5.5

ist die Normierung von ∂|−→v |
∂z mit u∗

κz für eine neutrale Schichtung bei einem geostro-
phischen Wind von ug = 10 m

s , vg = 0 m
s zu sehen. Mit beiden Schemen weichen die

Pro�le in der Prandtl-Schicht von dem theoretischen Wert Eins und somit von dem
logarithmischen Windpro�l ab. Gröÿere Unterschiede mit WS5 in den Gitterebenen
k = 2, k = 3 und k = 4 weisen darauf hin, dass der Ein�uss der im Boden liegenden
Geisterrandwerte stärker als erwartet ist. Auf der rechten Seite von Abbildung 5.5 ist
das Pro�l der horizontalen Geschwindigkeit, normiert mit dem Pro�l einer Referenz-
simulation mit PW, zu sehen. Windpro�le können durch weitere E�ekte beein�usst
werden und es ist nicht garantiert, dass die Referenzsimulation mit PW reale Wind-
pro�le liefert. Jedoch sind die Abweichungen von bis zu 7% ein weiteres Indiz für eine
Geisterrandabhängigkeit. Des Weiteren ist der Ein�uss nicht nur auf bodennahe Be-
reiche beschränkt, sondern auch in gröÿeren Höhen gegeben. Einen weiteren Hinweis
auf die Abhängigkeit der Strömung von den Randwerten geben bodennahe Au�ällig-
keiten in den vertikalen Pro�len turbulenter Gröÿen. Diese variieren in ihrer Stärke
abhängig von der Realisierung der Spiegelungsrandbedingung. Die Geisterrandwerte
besitzen einen Ein�uss, sind aber nicht die Ursache dieses Phänomens. In Abschnitt
5.3 wird darauf näher eingegangen.

Um einen Ein�uss von unphysikalischen Randwerten auf die Simulation zu vermei-
den, wird am oberen und unteren Rand sukzessive zu Verfahren niedrigerer Ordnung
übergegangen. Die vertikalen Flüsse Fk+ 1

2
werden nun bei k = 2 mit WS3 und bei
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5.2 Vertikaladvektion

k = 1 mit einem Schema zweiter Ordnung berechnet. Es zeigen sich starke Abhän-
gigkeiten von der Wahl dieses Schemas. PW basiert, wie bereits erwähnt, auf einer
schiefsymmetrischen Formulierung und berechnet daher keine Flüsse an den Rändern
der Gitterboxen. Damit ist PW nicht konsistent zu den Schemen von Wicker und
Skamarock (2002) und es treten bodennah unrealistisch hohe Windgeschwindigkeiten
und Instabilitäten auf. Daher wird für den vertikalen Fluss in der Gitterebene k = 1
folgende Diskretisierung zweiter Ordnung verwendet:

F 2
k+ 1

2

=
wk+ 1

2

2
[ψk+1 + ψk] + FDiss

k+ 1
2

. (5.2)

Dazu wird ein Fluss zweiter Ordnung mit einem auf Shchepetkin und McWilliams
(1998) basierenden, modi�zierten dissipativen Fluss FDiss

k+ 1
2

kombiniert. Für diesen

numerisch di�usiven Fluss werden zunächst die in der direkten Umgebung liegenden
Maximal- und Minimalwerte bestimmt

ψmaxk = max (ψk+1, ψk, ψk−1) (5.3)

ψmink = min (ψk+1, ψk, ψk−1). (5.4)

Anschlieÿend wird daraus ein Maÿ für die Fluktuation

λk = max (0, ψk − ψmaxk ) + min
(
0, ψk − ψmink

)
(5.5)

abgeleitet, aus dem der endgültige dissipative Fluss folgendermaÿen bestimmt wird:

FDiss
k+ 1

2

=
|wk+ 1

2
|

2
[λk+1 − 2λk + λk−1]. (5.6)

Dieser ähnelt einer Diskretisierung des physikalischen Di�usionsterms zweiter Ord-
nung und ist notwendig um unrealistisch hohe Windgeschwindigkeiten zu vermeiden.
Damit die numerische Lösung an der Ober- und Untergrenze des Modellgebiets un-
abhängig von den Geisterrandwerten bleibt, gehen in die Berechnung der Werte λk
und λk−1 keine Randwerte ein.

Die in Abbildung 5.6 dargestellte normierte Pro�lfunktion und das Geschwindig-
keitspro�l für die am Boden modi�zierte Vertikaladvektion zeigen geringere Abwei-
chungen verglichen mit der vorherigen Version. Die Pro�lfunktion und damit das
bodennahe Windpro�l stimmen allerdings immer noch nicht mit den Prandtl-Schicht
Beziehungen überein. Da die im Subskalenmodell verwendete Annahme der Isotropie
kleiner Skalen in Bodennähe nicht erfüllt ist und sich kohärente Strukturen ausbilden,
kann dieser Bereich nicht richtig modelliert werden (Drikakis, 2003). Infolgedessen ist
es mit LES schwierig, Geschwindigkeitspro�le in der Nähe fester Berandungen ent-
sprechend zu beschreiben (Fröhlich, 2006).
Der schrittweise Übergang zu Verfahren niedrigerer Ordnung an den Rändern führt
zu gröÿeren Diskretisierungsfehlern verglichen mit der Diskretisierung im restlichen
Modellgebiet. Infolge der physikalischen und numerischen Dissipation wirken die zu-
sätzlichen Diskretisierungsfehler allerdings nur lokal und sind vernachlässigbar, da die
Strömung in diesen Bereichen ohnehin schlecht aufgelöst ist.

Wie in Abschnitt 2.5.1 beschrieben, besteht mit PALM die Möglichkeit das Git-
ter vertikal ab einer vorgegebenen Höhe zu strecken. Da WS5 mehr Gitterpunkte
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5.3 Statistische Auswertung turbulenter Flüsse

für die Berechnung der Advektionsterme benötigt, wird ein deutlich gröÿerer Fehler
durch die Streckung verursacht als es mit PW der Fall ist. In den in dieser Arbeit
durchgeführten Untersuchungen mit gestreckten Gittern traten keine Au�älligkeiten
diesbezüglich auf. Um dennoch eventuelle Ein�üsse zu minimieren, wird empfohlen
den Streckungsfaktor fstretch so gering wie möglich zu wählen.

5.3 Statistische Auswertung turbulenter Flüsse

In einer divergenzfreien Strömung beschreiben die Advektionsterme in den Modellglei-
chungen den Transport einer Gröÿe durch eine andere Gröÿe. Infolge einer zeitlichen
Reynolds-Mittelung kann der mittlere Transport in einen durch die mittlere Strömung
hervorgerufenen und einen turbulenten Anteil

∂ukui
∂xk

=
∂ukui
∂xk

+
∂u

′
ku

′
i

∂xk
, (5.7)

∂ukθl
∂xk

=
∂ukθl
∂xk

+
∂u

′
kθ

′
l

∂xk
, (5.8)

∂uks

∂xk
=

∂uks

∂xk
+
∂u

′
ks

′

∂xk
(5.9)

aufgespalten werden. Die einzelnen Terme stellen Flussdivergenzen dar und die darin
enthaltenen Produkte können als Flüsse oder auch als Varianzen bzw. Kovarianzen
interpretiert werden. In den ersten Simulationen für eine atmosphärische Grenzschicht
unter Verwendung von WS5 hat sich gezeigt, dass die bisher in PALM eingesetzte
statistische Auswertemethode der turbulenten Anteile als Varianzen und Kovarianzen

u
′
ku

′
i = (uk − uk)(ui − ui), (5.10)

u
′
kθ

′
l = (uk − uk)(θl − θl), (5.11)

u
′
ks

′ = (uk − uk)(s− s) (5.12)

zu au�älligen Knicken in den bodennahen Vertikalpro�len führte. Die Knicke sind
in Abbildung 5.7 exemplarisch anhand des totalen vertikalen Temperatur- und Im-
puls�usses für die u-Komponente dargestellt. Der groÿe Vertikalgradient und der Vor-
zeichenwechsel im Bereich der Knicke würden auf vertikal entgegengesetzt gerichtete
Flüsse hindeuten. So würde im unteren Teil des Knicks Impuls vom Boden weg in die
Höhe transportiert werden und die dazugehörige Geschwindigkeit würde sich dort im
Mittel verringern. Im Fall des Temperatur�usses würde dagegen im Mittel Wärme2

in Richtung Heiz�äche transportiert werden, was eine relative Abkühlung oberhalb
und eine relative Erwärmung unterhalb des Knicks zur Folge hätte. Anfänglich wurde
vermutet, dass die Geisterrandwerte verantwortlich für diese Au�älligkeiten seien, da
die Form der Knicke in den Impuls�üssen von den Werten der unteren Geisterränder
abhing. Es zeigte sich jedoch infolge der Beseitigung des Geisterrandein�usses (siehe
Abschnitt 5.2), dass zwar eine gewisse Abhängigkeit bestand, diese jedoch nicht die

2Der mit cp ρ multiplizierte Temperatur�uss entspricht einem Wärme�uss.
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5.3 Statistische Auswertung turbulenter Flüsse

Abbildung 5.7: Horizontal und zeitlich über 1800 s gemittelte Pro�le der aufge-
lösten, subskaligen und totalen Anteile des Temperatur- (linke Seite) und Im-
puls�usses für die u-Komponente der Geschwindigkeit (rechte Seite) nach fünf
Stunden Simulationszeit. Die hier abgebildeten aufgelösten Anteile turbulenter
Flüsse stellen nach der Berechnungsmethode Kovarianzen dar. Zu beachten ist
der bodennahe Knick in den totalen Flüssen. Die verwendete Gitterweite liegt bei
∆x = ∆y = ∆z = 20 m. Der vorgegebene Wert des Temperatur�usses am Boden
beträgt 0.2 Km

s , bei einem geostrophischen Windes von ug = 10 m
s , vg = 0 m

s .

Abbildung 5.8: Vertikale Pro�le der potentiellen Temperatur und der u-
Komponente der Geschwindigkeit.
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5.3 Statistische Auswertung turbulenter Flüsse

Abbildung 5.9: Vertikale Pro�le des Temperatur- und Impuls�usses. Die Berech-
nungsmethode entspricht der eines Flusses.

Ursache der Au�älligkeiten darstellte.
Die zu den vertikalen Flüssen zugehörigen Vertikalpro�le der Geschwindigkeitskom-
ponente u und der potentiellen Temperatur in Abbildung 5.8 zeigen allerdings keine
derartigen Au�älligkeiten im Bereich der Knicke. Gleiches gilt auch für die subskaligen
und aufgelösten Anteile in Abbildung 5.7. Aus diesem Grund kann davon ausgegangen
werden, dass es sich hierbei um ein Auswerteproblem bei der Berechnung statistischer
Gröÿen handelt und nicht um ein Problem mit dem Advektionsverfahren selber.
Subskalige Anteile werden nach einem Gradientansatz (2.29)-(2.31) berechnet und
werden somit in gleicher Weise behandelt wie in den prognostischen Gleichungen. Im
Fall von WS5 ist die Berechnungsmethode der turbulenten Gröÿen vollständig von
der Diskretisierung der Advektionsterme entkoppelt. Dadurch sind die subskaligen
und aufgelösten Anteile bei der Auswertung nicht konsistent zueinander, was sich be-
sonders in Bodennähe durch die nicht vernachlässigbaren subskaligen Flüsse in Form
der beschriebenen Knicke äuÿert. Mit PW werden zwar keine reinen Flussdivergenzen
berechnet, jedoch ähnelt die Diskretisierung der Berechnung von aufgelösten Flüssen.
Dies ist vermutlich der Grund weshalb die Au�älligkeiten mit PW nicht auftreten.

Für eine zu der Diskretisierung konsistenten Berechnung turbulenter Gröÿen ist es
erforderlich, diese nicht als Varianzen und Kovarianzen, sondern als reine Flüsse zu
interpretieren. Die numerischen Flüsse in WS5 sind nur von Ableitungen der Grö-
ÿen abhängig, nicht von den absoluten Werten. Bei der Anwendung der Prädiktor-
Korrektor Methode wird sichergestellt, dass die Vertikalgeschwindigkeit im horizon-
talen Mittel Null ist. Infolgedessen werden durch die mittlere Vertikaladvektion nur
turbulente Flüsse beschrieben. Dadurch können die in den Advektionsunterprogram-
men berechneten vertikalen numerischen Flüsse zwischengespeichert und direkt für
die Auswertung aufgelöster turbulenter Gröÿen herangezogen werden. Für horizon-
tale turbulente Flüsse wird der Ein�uss des mittleren Horizontalwindes sowie der
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5.3 Statistische Auswertung turbulenter Flüsse

Abbildung 5.10: Als Flüsse berechnete vertikale Pro�le des aufgelösten Temperatur-
und Impuls�usses, normiert mit den als Kovarianzen berechneten Pro�len.

Galilei-Transformation durch Multiplikation der numerischen Flüsse Fi+ 1
2
mit einem

Faktor

ui+ 1
2
− 2u

ui+ 1
2
− ui,Galilei

(5.13)

beseitigt. u bezeichnet dabei das horizontale Mittel der Geschwindigkeitskomponente.
Weiterhin zeigen die Pro�le eine geringe Abhängigkeit von der Wahl des RK3PALM-
Teilschrittes, welche durch die unterschiedliche Wichtung der Flüsse mit RK3PALM

bedingt ist. Aus diesem Grund gehen die zu allen Teilzeitschritten berechneten Flüsse
mit den entsprechenden Wichtungsfaktoren β4,1, β4,2, β4,3 (siehe Abschnitt 2.5.2) in
die Statistik ein.
Mit der modi�zierten Auswertung treten keine Au�älligkeiten mehr auf, wie in Ab-
bildung 5.9 zu sehen ist. Es zeigt sich, dass sich die modi�zierte Auswertung turbu-
lenter Gröÿen von der Bisherigen vorwiegend in Bereichen unterscheidet, in denen
die transportierten Gröÿen groÿe Gradienten aufweisen und subskalige Flüsse eine
Rolle spielen. Da bei der Berechnung der Kovarianzen nur die Informationen aus zwei
Gitterebenen (horizontale Geschwindigkeitskomponenten und skalare Gröÿen werden
auf das w-Gitter interpoliert) eingehen, werden dadurch nicht die tatsächlichen Werte
berechnet, wie sie sich bei der zeitlichen Integration im Mittel ergeben. Dadurch dass
sich subskalige und aufgelöste Anteile gegenseitig beein�ussen, sind diese aufeinander
angepasst. Das ist im Fall der Kovarianzen nicht der Fall. Vor allem in Bodennähe
und im Bereich der Entrainment-Zone zeigen sich die gröÿten Unterschiede zwischen
den Auswertemethoden, wie in Abbildung 5.10 verdeutlicht ist. Am Boden weichen
die Werte für den Temperatur�uss um bis zu 20% ab, für den Impuls�uss um bis
zu 8%. Am Übergang in den Entrainment-Bereich liefert die bisherige Auswerteme-
thode um mehr als 60% höhere Werte für den Temperatur�uss. In der Inversion
wird der Temperatur�uss um etwa 20%, der Impuls�uss immerhin noch um etwa 4%
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5.4 Simulation einer trockenen neutralen Grenzschicht

überschätzt. Die groÿen Abweichungen zwischen den Auswertemethoden im Tempe-
ratur�uss oberhalb der Grenzschicht sind auf die geringen Absolutbeträge in diesem
Bereich zurückzuführen.
Die geänderte Auswertemethode turbulenter Gröÿen gilt nur in Verbindung mit WS5.
Wird als Advektionsverfahren PW benutzt, bleibt die bisherige Auswertemethode
turbulenter Gröÿen bestehen.

5.4 Simulation einer trockenen neutralen Grenzschicht

Anhand der Simulation einer trockenen neutralen Grenzschicht sollen Erkenntnisse
über die spektrale Verteilung und den in Abschnitt 3.3 erläuterten Zusammenhang
zwischen Subskalenmodell und Diskretisierung gewonnen werden. Dadurch dass sich
die neutrale Grenzschicht durch einen adiabatischen Temperaturgradienten und feh-
lende Auftriebskräfte auszeichnet, können diese Ein�üsse einfacher quanti�ziert wer-
den. Dabei wird die TKE allein durch Geschwindigkeitsscherung produziert. Skalare
Advektion spielt mit Ausnahme der subskaligen TKE bei der Simulation kaum eine
Rolle. Aus diesem Grund kann diese Simulation als ein weiterer, jedoch wesentlich
komplexerer Testfall für die Impulsadvektion angesehen werden. Für eine möglichst
genaue Au�ösung des Inertialbereichs beträgt die Gitterweite in allen Raumrichtun-
gen 7 m, bei jeweils 384 Gitterpunkten. Die Rauigkeitslänge am Boden liegt bei 0.2 m.
Das Koordinatensystem verlagert sich mit dem geostrophischen Wind ug = 10 m

s ,
vg = 0 m

s . Der Mittelungszeitraum beträgt für alle folgenden statistischen Gröÿen
1800 s.
In Abbildung 5.11 ist die mit der Wellenzahl vormultiplizierte eindimensionale spek-
trale Dichte der drei Geschwindigkeitskomponenten gegen die Wellenzahl für WS5
und PW aufgetragen. Dabei kann das Spektrum als räumliche Skala der Abweichung
einer Gröÿe vom horizontalen Mittel angesehen werden. Für sehr kleine Wellenzahlen
(κ→ 0) liefern eindimensionale Spektren einen konstanten, von Null verschiedenen
Wert. Da jedoch physikalisch keine Turbulenz auf Skalen gleich der Erstreckung des
Modellgebiets produziert wird, entspricht dies nicht den tatsächlichen Eigenschaf-
ten der Strömung bei kleinen Wellenzahlen. Durch die Multiplikation der spektralen
Dichte mit κ wird dies zum Teil verbessert. Allerdings werden dadurch die Maxima
künstlich verbreitert und die Skalen, bei denen der Groÿteil der Turbulenz produ-
ziert wird, können nicht exakt wiedergegeben werden (Kelly und Wyngaard, 2006).
Eindimensionale Spektren sind jedoch ausreichend, wenn wie in diesem Fall nur die
durch die Diskretisierungsfehler beein�ussten kleinen Skalen bei hohen Wellenzah-
len betrachtet werden. Die Abnahme der spektralen Dichten entspricht bei hohen
Wellenzahlen mit beiden Schemen nicht dem κ−

5
3 -Gesetz von Kolmogorov (1941).

Dies ist zum Teil auf den in Abschnitt 3.3 erläuterten E�ekt der Dispersionsfehler
und den damit verbundenen zusätzlichen Energietransfer zurückzuführen. Aufgrund
der dominierenden numerischen Dissipation ist der mit geringeren Dispersionsfehlern
verbundene, geringere Energietransfer mit WS5 bei hohen Wellenzahlen in den Spek-
tren kaum zu erkennen. Die numerische Dissipation verringert zusätzlich die e�ektive
Filterweite (siehe Abschnitt 3.3), sodass die spektralen Dichten mit WS5 schon bei
kleineren Wellenzahl stärker abnehmen und zum Teil um bis zu zwei Gröÿenordnun-
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5.4 Simulation einer trockenen neutralen Grenzschicht

Abbildung 5.11: Spektrale Dichten nach sechs Stunden Simulationszeit für u (lin-
ke obere Seite), v (rechte obere Seite) und w (unten) in x- und y-Richtung bei
z = 500.5 m. Der Mittelungszeitraum beträgt 1800 s. Die schwarz gestrichelte Ge-
rade verdeutlicht den nach der Turbulenztheorie erwarteten Verlauf der mit der
Wellenzahl multiplizierten spektralen Dichte gemäÿκ−

2
3 .
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5.4 Simulation einer trockenen neutralen Grenzschicht

Abbildung 5.12: Pro�le der aufgelösten und subskaligen TKE (linke Seite) sowie
des turbulenten Di�usionskoe�zienten für Impuls (rechte Seite) mit WS5 und PW.

gen geringere Werte aufweisen. Bei kleineren Wellenzahlen weist die spektrale Dichte
mit WS5 zum Teil leicht höhere Werte auf. Im Bereich der Abschneidelänge π

∆xi
fällt

teilweise ein leichtes Anwachsen der spektralen Dichten mit PW auf. Dies resultiert
daraus, dass 2∆-Strukturen nicht ausreichend dissipiert werden und die Strömung
überlagern. Abbildung 5.12 zeigt Pro�le der aufgelösten und subskaligen TKE sowie
des turbulenten Di�usionskoe�zienten. Darin ist zu erkennen, dass bei der Simulation
mit WS5 die aufgelöste TKE im horizontalen Mittel höhere Werte im Vergleich zu PW
annimmt. Dies ist vor allem durch die unterschiedlichen Beiträge der Dispersionsfeh-
ler zum Energietransfer bedingt. Wie schon mehrfach erwähnt, zerfallen Wirbel mit
PW schneller in kleinere und dadurch energieärmere Wirbel. Durch den geringen Bei-
trag der kleinen Wirbel zum horizontalen Mittel spielt der dissipative E�ekt bei WS5
dabei eine untergeordnete Rolle. In Bodennähe verringern sich mit WS5 die subskali-
ge TKE und der damit verbundene turbulente Di�usionskoe�zient mit zunehmender
Höhe stärker als mit PW und weisen auch in gröÿeren Höhen geringere Werte auf.
Da die Mischungsweglänge (2.32) bei neutraler Schichtung nicht von der subskaligen
TKE, sondern nur von der charakteristischen Gitterweite und dem Abstand zum Bo-
den abhängt, sind die unterschiedlichen Pro�lwerte darüber nicht zu erklären. Jedoch
ist die subskalige TKE über die prognostische Gleichung dem Ein�uss von Diskretisie-
rungsfehlern ausgesetzt. Verbunden mit der geringeren spektralen Dichte und der da-
mit verbundenen geringeren Abweichungen auf kleinen Skalen, wird mit WS5 weniger
subskalige TKE durch Scherung von Geschwindigkeitskomponenten produziert. Die
Produktion und Dissipation ist lokal begrenzt, wodurch keine gröÿerskaligen Struktu-
ren in der subskaligen TKE auftreten (Conzemius und Fedorovich, 2006a). Bedingt
durch die damit verbundenen hohen Wellenzahlen der subskaligen TKE, ist damit
ein Ein�uss der numerischen Dissipation bei der Prognose subskaliger TKE im Fall
von WS5 gegeben. Entsprechend werden die lokalen Gradienten der subskaligen TKE
geglättet, wodurch wiederum die Produktion durch die Parametrisierung subskaliger
Druckschwankungen und molekulare Di�usion subskaliger TKE beein�usst wird. Auf-
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5.5 Simulation einer trockenen konvektiven Grenzschicht

grund des gröÿeren numerischen Energietransfers mit PW sind gröÿere Abweichungen
und Scherungen auf kleinen Skalen vorhanden, sodass darüber mehr subskalige TKE
produziert wird. Der Di�usionskoe�zient ist denselben Ein�üssen wie die subskali-
ge TKE ausgesetzt, wodurch sich die Unterschiede äquivalent erklären lassen. Der
Ein�uss der numerischen Dissipation auf die subskalige TKE ist jedoch aufgrund des
rückkoppelnden Mechanismus über die physikalische Dissipation begrenzt. Diese wird
dadurch verringert, da ein Teil der Dissipation numerisch bereitgestellt wird.
Die physikalische Dissipation wird in PALM nur innerhalb des Subskalenmodells
benötigt, wodurch ein weiterer Ein�uss auf die Simulation nicht gegeben ist. Eine
Ausnahme bildet jedoch das Lagrangesche Partikelmodell, welches die physikalische
Dissipation für die Parametrisierung subskaliger Partikelgeschwindigkeiten verwen-
det. Dieser, wie auch die genauen E�ekte und Zusammenhänge zwischen den Ab-
bruchfehlern auf die einzelnen Produktionsterme der subskaligen TKE müssen noch
gründlicher quanti�ziert werden um weitere Schlüsse ziehen zu können.
Werden die mit PALM zu untersuchenden Phänomene ausreichend durch das Gitter
aufgelöst, ist kein Ein�uss der numerischen Dissipation auf das Simulationsergeb-
nis zu erwarten. Eine Ausnahme bilden feste Berandungen und Bereiche in denen
Strukturen nicht gut aufgelöst sind, wie zum Beispiel in der Entrainment-Zone. Dort
verringert sich die Wirbelgröÿe soweit, dass eine e�ektive Filterung durch numerische
Fehler statt�ndet. Im Fall von WS5 dominiert in diesen Fall der Dissipationsfehler
und kleine Skalen werden zusätzlich gedämpft, sodass eine entsprechend angepasste
Dissipationskontrolle vermutlich zu einer verbesserten e�ektiven Au�ösung in diesen
Bereichen führen würde, wie im nächsten Abschnitt angedeutet wird.

5.5 Simulation einer trockenen konvektiven Grenzschicht

Eine konvektive Grenzschicht besteht aus einer gut durchmischten Schicht (Mischungs-
schicht), die sich oberhalb einer bodennahen Prandtl-Schicht und unterhalb einer
abgehobenen Inversion be�ndet. Oberhalb der Inversion be�ndet sich eine absinken-
de freie Atmosphäre. In einer konvektiven Grenzschicht wird die TKE vorwiegend
durch Auftriebskräfte und zu geringeren Teilen durch Scherung produziert. Advek-
tionsprozesse spielen dabei in der Mischungsschicht und der Entrainment-Zone eine
entscheidende Rolle (Kraus, 2008).
Für eine Untersuchung der sich daraus ergebenen Abhängigkeiten vom verwende-
ten Advektionsschema, wird eine konvektive Grenzschicht für ein Modellgebiet mit
256 x 256 x 128 Gitterpunkten bei einer Gitterweite von ∆xi = 15 m über einen
Zeitraum von 5 Stunden simuliert. Das Koordinatensystem verlagert sich mit dem
geostrophischen Wind ug = 5 m

s , vg = 0 m
s . Der Temperatur�uss am Boden beträgt

w′θ′ = 0.1 Km
s . Zu Beginn der Simulation ist die Atmosphäre bis 470 m neutral ge-

schichtet. Oberhalb einer 100 m dicken Inversion, mit einem Temperaturgradienten
von 10 K

100m , schlieÿt sich die freie Atmosphäre mit einem Temperaturgradienten von
0.3 K

100m an. Da die skalare Advektion für die Simulation einer konvektiven Grenz-
schicht von groÿer Bedeutung ist, wird zusätzlich zu dem Vergleich zwischen WS5 und
PW der Ein�uss der Dissipationskontrolle D3 auf die Simulationsergebnisse disku-
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5.5 Simulation einer trockenen konvektiven Grenzschicht

Abbildung 5.13: Mit der Wellenzahl vormultiplizierte spektrale Dichte der po-
tentiellen Temperatur in x- (linke Seite) sowie y-Richtung (rechte Seite), nor-
miert mit der Varianz der potentiellen Temperatur, in der Höhe der Inversion
(z = 550 m) nach 5 Stunden Simulationszeit. Der Mittelungszeitraum beträgt
1000 s. Die schwarz gestrichelte Linie kennzeichnet den κ−

2
3 Verlauf.

tiert. Um die Wechselwirkungen zwischen Dissipationskontrolle und Subskalenmodell
überschaubar zu halten, wird diese nur in der prognostischen Gleichung der poten-
tiellen Temperatur verwendet, nicht für die prognostische Gleichung der subskaligen
TKE. Abbildung 5.13 zeigt die spektrale Dichte der potentiellen Temperatur in Höhe
der Inversion, normiert mit der Varianz der potentiellen Temperatur. Es sind keine
signi�kanten Unterschiede der spektralen Dichte in x- bzw. y-Richtung erkennbar.
Der Beitrag gröÿerer Skalen an der Varianz der potentiellen Temperatur ist mit PW
geringer als bei WS5 und D3. Dies kann wieder auf den zusätzlichen Energietransfer
durch Dispersionsfehler zurückgeführt werden. Da in der Parametrisierung der physi-
kalischen Dissipation eine Abhängigkeit von der Mischungsweglänge (2.32) existiert,
diese aber bei stabiler Schichtung den eigentlichen Temperaturgradienten überhaupt
nicht berücksichtigt, wird nicht genügend physikalische Dissipation bereitgestellt. Aus
diesem Grund werden kleinskalige Strukturen nicht dissipiert, was im Fall von PW
zu einer erhöhten spektralen Dichte bei hohen Wellenzahlen führt. Durch die in WS5
enthaltene numerische Dissipation werden kleine Skalen auch bei stabiler Schichtung
gedämpft. Wie auch im neutralen Fall, nimmt die vormultiplizierte spektrale Dich-
te mit WS5 stärker ab als mit κ−

2
3 . Aufgrund der hohen Varianz der potentiellen

Temperatur in der Entrainment-Zone sind die Unterschiede der in D3 enthaltenen lo-
kalen Varianz zu der Globalen vermutlich zu gering. Infolgedessen ist die numerische
Dissipation ähnlich der von WS5 und es ist kaum ein Unterschied in der Abnahme
der spektralen Dichte zwischen WS5 und D3 erkennbar. Die absoluten Werte sind
jedoch mit D3 bei hohen Wellenzahlen etwas höher. Bei kleineren Wellenzahlen ist
eine leichte Veränderung der spektralen Dichte durch die modi�zierten Dispersions-
eigenschaften (siehe Abschnitt 3.4) zu beobachten. Genaue Schlüsse sollten aufgrund
der in Abschnitt 5.4 erläuterten Nachteile eindimensionaler Spektren bei kleineren
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5.5 Simulation einer trockenen konvektiven Grenzschicht

Abbildung 5.14: Über 1000 s gemittelte Pro�le der potentiellen Temperatur (linke
obere Seite), der Varianz der potentiellen Temperatur (rechte obere Seite) sowie
des vertikalen Temperatur�usses (unten) nach 5 Stunden Simulationszeit.
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5.5 Simulation einer trockenen konvektiven Grenzschicht

Abbildung 5.15: Über 1000 s gemittelte Pro�le der aufgelösten und subskaligen An-
teile der TKE (linke Seite) und des vertikalen Impuls�usses für die u-Komponente
der Geschwindigkeit (rechte Seite).

Wellenzahlen nicht gezogen werden. Dennoch ist zu vermuten, dass die leichten Un-
terschiede der spektralen Dichte zwischen D3 und WS5 bei kleineren Wellenzahlen
auf die modi�zierten Dispersionseigenschaften zurückgeführt werden können.
In den Vertikalpro�len der potentiellen Temperatur und des vertikalen Temperatur-
�usses in Abbildung 5.5 ist zu erkennen, dass die Inversion mit PW etwas mächtiger
ist als mit WS5 und D3. Oberhalb der Inversion schlieÿt sich eine Schicht mit einem
geringeren Temperaturgradienten an. Diese Schicht ist mit PW dicker und wärmer
als mit WS5 und D3. In Übereinstimmung dazu ist der vertikale Temperatur�uss in
diesem Bereich mit PW höher. Otte und Wyngaard (2001) führen diesen Verlauf der
potentiellen Temperatur oberhalb der Inversion in ihren Betrachtungen auf nume-
rische Oszillationen zurück. Die Luftpakete aus der Grenzschicht können zum Teil
bis über die Inversion hinausschieÿen, ehe sie durch negative Auftriebskräfte in der
stabilen Schichtung vollständig abgebremst werden. Infolge groÿer Temperaturgra-
dienten zwischen den aufsteigenden Luftpaketen und warmer Luft in und oberhalb
der Inversion, entstehen starke numerische Oszillationen, die wie beschrieben im Fall
von PW nicht ausreichend dissipiert werden. Dadurch werden oberhalb der Inversion
lokal groÿe Temperaturgradienten erzeugt, die im horizontalen Mittel zu einer Durch-
mischung dieser Schicht führen und einen erhöhten Wärmestrom verursachen. Eine
höhere Varianz der potentiellen Temperatur und eine höhere TKE mit PW oberhalb
der Inversion unterstützen diese Vermutung. Innerhalb der Inversion ist die Varianz
mit PW geringer im Vergleich zu D3 und WS5, da die gröÿerskaligen Anteile mit PW
sehr stark dispergieren. D3 weist eine etwas gröÿer Varianz gegenüber WS5 innerhalb
der Inversion auf. Die subskaligen und aufgelösten Anteile der TKE sind in Abbil-
dung 5.15 dargestellt. In und oberhalb der Inversion ist aufgrund der ungenügenden
Dissipation die TKE mit PW höher. Der unterschiedliche Verlauf der Vertikalpro�le
in der Entrainment-Zone zwischen WS5 und PW stimmt demnach mit der Behaup-
tung von Stevens et al. (1999) überein, dass Simulationsergebnisse in diesem Bereich
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explizit von der Wahl des Advektionsverfahrens abhängen.
Im Gegensatz zu den Ergebnissen einer neutralen Grenzschicht ist die TKE mit PW
bodennah höher als mit WS5. Die auf die potentielle Temperatur angewandte Dis-
sipationskontrolle beein�usst über den Auftriebsterm in den Bewegungsgleichungen
die TKE, welche in Bodennähe und unterhalb der Inversion mit D3 im horizontalen
Mittel höher ist als mit WS5. Auch der vertikale Impuls�uss in Abbildung 5.15 zeigt
eine Abhängigkeit vom verwendeten Advektionsschema.

Um die Zusammenhänge zwischen turbulenten Flüssen und Advektionsverfahren in
der Mischungsschicht sowie der Entrainment-Zone genauer quanti�zieren zu können,
sind deutlich höher aufgelöste Simulationen und detaillierte Untersuchungen der Pro-
duktionsterme der aufgelösten TKE notwendig. Des Weiteren ist für eine genauere
Analyse des Ein�usses der numerischen Dissipationskontrolle eine Parameterstudie
des in D3 enthaltenen Parameters CDiss notwendig, damit numerische Oszillationen
besser von turbulenten Fluktuationen unterschieden werden können.

5.6 Modellvergleich - BOMEX

Für eine Validierung von WS5 wird der BOMEX-Fall (Barbados Oceanographic
andMeteorological Experiment) ausgewählt, welcher bereits in einer LES-Vergleichs-
studie untersucht wurde (Siebesma et al., 2003). Für diese Vergleichsstudie liegt ein
Datensatz vor, sodass ein qualitativer Vergleich mit anderen LES-Modellen möglich
ist. Es wird eine für die Passatregion typische Grenzschicht über 6 Stunden simuliert,
die mit �achen Cumuluswolken bedeckt ist. Horizontale Druckgradienten ändern sich
mit der Höhe. Die Gitterweite beträgt 100 m in x- und y-Richtung sowie 40 m in
z-Richtung bei 64 x 64 x 80 Gitterpunkten. Um ein Anwachsen der Grenzschichthöhe
während der Simulation zu vermeiden, �ndet ein groÿskaliges Absinken statt. Weiter-
hin werden wolkenphysikalische Prozesse berücksichtigt. Strahlungsprozesse werden
über vorgegebene Tendenzen einbezogen. Temperatur- und Feuchte�üsse werden an
der Ober�äche konstante Werte zugewiesen. Ein Wert für den totalen Impuls�uss
am Boden wird vorgegeben, indem die Schubspannungsgeschwindigkeit während der
Simulation konstant gehalten wird. Des Weiteren werden Initialpro�le für die auf-
gelöste TKE, der Temperatur und Feuchte spezi�ziert. Störungen werden nicht wie
in PALM üblich auf die Geschwindigkeitskomponenten aufgeprägt, sondern auf die
potentielle Temperatur und die Feuchte. Genauere Vorgaben und Informationen zu
der Initialisierung werden in (Siebesma et al., 2003) gegeben. Die dazu notwendigen
Ergänzungen und Modi�kationen des Modellcodes standen für diese Arbeit schon zur
Verfügung.

In Abbildung 5.16 ist die totale Wolkenbedeckung während der Simulation aufgetra-
gen, welche die gröÿte Abhängigkeit von dem verwendeten Advektionsschema auf-
weist. Die Wolkenbedeckung berechnet sich, indem das Verhältnis zwischen Gitter-
punkten, an denen Flüssigwasser vorkommt und der Gesamtanzahl an Gitterpunkten
gebildet wird. Nach Einsetzen der Konvektion und einer Einschwingphase von zwei
Stunden, die durch die aufgeprägten Störungen verursacht wird, pendelt sich das En-
semblemittel auf einen Wert von 13% ein. Es ist zu erkennen, dass mit PW die Wol-
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Abbildung 5.16: Zeitreihen für die totale Wolkenbedeckung mit WS5 (oben) und
PW (unten). Die rote Linie zeigt die Zeitreihen mit PALM unter Verwendung von
WS5 (oben) und PW (unten). Die schwarze Linie kennzeichnet das Ensemblemittel
über die Ergebnisse der 11 anderen LES-Modelle, die dünnen Linien die sich daraus
ergebende doppelte Standardabweichung.
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Abbildung 5.17: xy-Schnitte des Gesamtwassergehaltes q
[

g
kg

]
in 980 m (Inversions-

höhe) nach 5 Stunden mit WS5 (linke Seite) und PW (rechte Seite).

Abbildung 5.18: Pro�le für die den totalen Temperatur�uss mit WS5 (linke Seite)
und PW (rechte Seite). Die rote Linie zeigt Pro�le für WS5 (linke Seite) und PW
(rechte Seite). Die schwarze Linie kennzeichnet das Ensemblemittel über die Er-
gebnisse der 11 anderen LES-Modelle, die dünnen Linien die sich daraus ergebende
doppelte Standardabweichung.
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kenbedeckung systematisch um etwa 9% gegenüber dem Ensemblemittel überschätzt
wird. Die Wolkenbedeckung mit WS5 liegt in der Standardabweichung der anderen
Modelle. Infolge groÿer lokaler Gradienten an den Wolkenrändern zeigen die Ergebnis-
se groÿe Abhängigkeiten von der verwendeten Numerik (Siebesma et al., 2003). Durch
Dispersionsfehler werden die Gradienten mit weniger gut erhalten und die Wolken di-
spergieren, wie anhand des Gesamtwassergehalts in Abbildung 5.17 zu erkennen ist.
Mit PW treten im Vergleich zu WS5 deutlich mehr kleinskalige Strukturen auf. Da bei
der Berechnung der Wolkenbedeckung der Flüssigwassergehalt nur zwischen Null und
gröÿer Null unterschieden wird, führen diese kleinskaligen Strukturen zu einer �ächen-
mäÿig gröÿeren Bedeckung durch die diskrete Auswertung. Die Simulation mit WS5
weist im Vergleich zu PW höhere Temperatur- und Feuchte�üsse in der Entrainment-
Zone auf, wie hier anhand des vertikalen Temperatur�usses in Abbildung 5.18 darge-
stellt ist. Dies ist darauf zurückzuführen, dass wolkenphysikalische Prozesse weniger
stark durch Dispersionsfehler beein�usst werden (Siebesma et al., 2003), wie es mit
PW der Fall ist.
Im Allgemeinen werden für den BOMEX-Fall unter Verwendung von WS5 geringere
Abweichungen zu anderen Modellen festgestellt als es mit PW der Fall ist.
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Mit der Methode der LES werden turbulente Strömungen und die darin auftretenden
Phänomene grundlegend untersucht. Dazu ist jedoch eine genaue numerische Appro-
ximation der Modellgleichungen erforderlich. In der atmosphärischen Grenzschicht
haben Advektionsprozesse einen groÿen Ein�uss auf das Verhalten der Strömung, so-
dass die Diskretisierung der Advektionsterme eine wichtige Rolle bei der Lösung der
Modellgleichungen spielt. Die für die Skalentrennung erforderliche räumliche Filte-
rung der Modellgleichungen wird nicht nur durch die implizite Filterung des Gitters,
sondern auch durch numerische Diskretisierungsfehler der Advektionsterme beein-
�usst. Das hat zur Folge, dass die e�ektive Filterweite verringert wird und kleinskalige
Strukturen groÿen numerischen Fehlern ausgesetzt sind. Unter Berücksichtigung des
benötigten Rechenaufwandes wurde für eine verbesserte Diskretisierung das Verfahren
von Wicker und Skamarock (2002) fünfter Ordnung (WS5) ausgewählt. Idealisierte
ein- und zweidimensionale Advektionstests zeigten mit WS5 deutlich geringere Ab-
weichungen zu der jeweiligen analytischen Lösung als das bisherige Standardverfahren
von Piacsek und Williams (1970) (PW).
Aufgrund der höheren Anzahl an umliegenden Gitterpunkten, die in die Berechnung
der Advektionsterme mit WS5 eingehen, sind drei Geisterränder anstatt bisher einer
erforderlich. Bei der Implementierung von WS5 in PALM wurden bisher auf einen
Geisterrand statisch festgelegte Schleifengrenzen, die Speicherallokierung von Feldern
sowie der Austausch der Geisterränder so modi�ziert, dass eine dynamische Anpas-
sung in Abhängigkeit von Anzahl der benötigten Geisterränder möglich ist.
Erste Simulationen einer atmosphärischen Grenzschicht unter Verwendung von WS5
zeigten bodennahe Au�älligkeiten in den Pro�len vertikaler und horizontaler Flüsse.
Durch eine Modi�kation der Berechnungsmethode der Flüsse, die konsistent zu der
Diskretisierung der Advektionsterme ist, können die Au�älligkeiten vermieden wer-
den. Im Zuge der Untersuchung dieser Au�älligkeiten wurde eine Beein�ussung der
Geschwindigkeitspro�le, durch die zunächst auch für den Unterrand des Modellgebiets
angenommenen drei Geisterränder, festgestellt. Durch einen schrittweisen Übergang
zu Schemen niedrigerer Ordnung für die Vertikaladvektion an der Ober- und Unter-
grenze des Modellgebiets, kann ein Ein�uss unphysikalischer Randwerte vermieden
werden.
Anhand von Vergleichsstudien zwischen WS5 und PW konnten Ein�üsse von numeri-
schen Diskretisierungsfehlern auf die Simulationsergebnisse herausgearbeitet werden.
Dabei hat sich herausgestellt, dass besonders der Energietransfer von den groÿen zu
den kleinen Skalen beein�usst wird. Durch Verwendung vonWS5 werden gröÿerskalige
Strukturen besser erhalten und der durch Dispersionsfehler bedingte Energietransfer
ist deutlich geringer als mit PW. Besonders in der Nähe groÿer Gradienten, wie sie
zum Beispiel in der Entrainment-Zone oder an Wolkenrändern auftreten, zeigt WS5
realistischere Ergebnisse als PW. Um die genauen Zusammenhänge zwischen tur-
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bulenten Gröÿen und Diskretisierungsfehlern quanti�zieren zu können, sind deutlich
höher aufgelöste Simulationen und eine Analyse der Produktionsterme von turbulen-
ter kinetischer Energie (TKE) notwendig.
Trotz der realistischeren Ergebnisse unter Verwendung von WS5, konnte festgestellt
werden, dass die in WS5 enthaltene numerische Dissipation kleinskalige Strukturen
zu stark dämpft und damit zum Teil Aufgaben des Subskalenmodells übernimmt.
Um diesen unerwünschten E�ekt der numerischen Dissipation zu minimieren, wurde
versucht WS5 mit einer Dissipationskontrolle zu kombinieren. Dazu wurden verschie-
dene Methoden ausprobiert und anhand idealisierter Advektionstests getestet. Der im
Rahmen dieser Arbeit entwickelte Ansatz D3, der auf der lokalen Varianz der adve-
hierten Gröÿe basiert, zeigte dabei die vielversprechendsten Ergebnisse. Anhand einer
Fourieranalyse konnten verbesserte Dissipations- und Dispersionseigenschaften durch
die Dissipationskontrolle belegt werden. Ein komplexerer Test der Methode stellte
die Simulation einer konvektiven Grenzschicht dar, bei der D3 für die Advektion von
Skalaren verwendet wurde. Verglichen mit dem Originalschema weisen die Ergeb-
nisse auf eine geringere Dissipation kleinskaliger Strukturen und einem verringerten
numerischen Energietransfer durch Dispersionsfehler hin. Für die Impulsadvektion,
die anhand eines Rankine-Wirbels getestet wurde, verschlechterten sich die Ergebnis-
se unter Verwendung von D3 zum Teil. Die Ursache für dieses Verhalten, wie auch
die Ursache der verbesserten Dispersionseigenschaften bei der Skalaradvektion, ist
noch nicht geklärt. Für eine weitere Verbesserung von WS5 ist jedoch ein genaues
mathematisches Verständnis der durch die Dissipationskontrolle entstehenden Kopp-
lung zwischen Dissipations- und Dispersionsfehler unbedingt erforderlich. Weiterhin
ist eine Optimierung der in D3 enthaltenen Konstante notwendig, um besser zwi-
schen numerisch bedingten und physikalisch bedingten Fluktuationen unterscheiden
zu können.
WS5 wurde im Rahmen dieser Arbeit inPALM für zyklische Randbedingungen unter
Vernachlässigung von Topographie implementiert. Eine Anpassung für nicht-zyklische
Randbedingungen und Topographie ist daher im weiteren erforderlich. Dies könnte
in Zukunft durch ein vergleichbares Vorgehen wie an der Ober- und Untergrenze rea-
lisiert werden, indem in der Nähe fester Berandungen bzw. der Modellgebietsgrenze
schrittweise zu Verfahren niedrigerer Ordnung übergegangen wird. Damit würde eine
weitere Anpassung der Dirichlet- und Strahlungsrandbedingungen an den Ein- und
Ausströmrändern, sowie damit verbundene Schwierigkeiten umgangen werden.
In Zukunft könnte überlegt werden, WS5 mithilfe des in Skamarock (2006) beschriebe-
nen Flusskorrektur-Verfahrens in ein monotones Advektionsverfahren zu überführen.
Dabei ist vor allem durch die Advektion positiv de�niter Skalare eine weitere Verbes-
serung der Simulationsergebnisse zu erwarten.
Numerische Fehler entstehen bei jeder Diskretisierung und sind unvermeidlich. Um
jedoch einen Ein�uss auf das zu untersuchende Phänomen zu vermeiden, sollte ent-
sprechend der Philosophie der LES, die Gitterweite möglichst klein gewählt werden.
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