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Bisher wurde in PALM das sogenannte Leapfrog Verfahren verwendet, das wie folgt definiert ist:

QZ)n-i-l = wn—l +2hnF(¢n)a (1)

wobei 1, die prognostische Variable (Windgeschwindigkeit, Temperatur, Feuchte etc.) zum n-ten In-
tegrationsschritt bezeichnet, h, ist der Zeitschritt und F ist die Funktion der Krafte, die 1 beeinflus-
sen. Dieses besitzt zwar relativ robuste Eigenschaften, aber zwei deutliche Nachteile: der Zeitschritt
darf aus Stabilitatsgriinden hochstens 20% des nach dem Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) Kriterium
(COURANT ET AL., 1928) maximal méglichen Zeitschritts betragen (MASON, 1989)! und es ist der
Einsatz eines Zeitfilters erforderlich (ASSELIN, 1972). Durch Einsatz eines moderneren Zeitschrittver-
fahrens, etwa eines Runge-Kutta-Verfahrens dritter Ordnung (wie z.B. im LES-Modell von SULLIVAN
ET AL., 1996) konnte der Zeitbedarf reduziert und gleichzeitig noch die Genauigkeit der Prognose
verbessert werden. Runge-Kutta Verfahren wurden auch in den LES Arbeiten von (SPALART ET AL.,
1991) und (HUAI ET AL., 1997) eingesetzt.

1 Runge-Kutta Verfahren

Es wurden nun zwei Runge-Kutta Verfahren implementiert. Zundchst etwas zur Definition: Ein s-

stufiges Runge-Kutta Verfahren ist ein Einschrittverfahren der Form

k, = F(d)n‘}'hnZé‘:lai]’k]’)a 1=1...s,

wn—&-l = ¢n + hn Zf:l bzkz

()

Die Koeffizienten aj; und b; sind geeignet zu bestimmen (sieche zum Beispiel LAMBERT (1983),
Seiten 114ff.). Das Verfahren heisst explizit, falls | =i — 1, semi-implizit, falls | = i und implizit, falls
i < | < n. Implizite Verfahren besitzen meist bessere Stabilitdtseigenschaften als explizite Verfahren,
aus Griinden des Rechenaufwands kommen fiir unser Problem jedoch nur explizite Verfahren in Frage.
Fiir ein konsistentes Runge-Kutta Verfahren muss Y7 ; b; = 1 gelten, dieser Zusammenhang sollte
als Priifsumme in der Implementierung des Verfahrens Verwendung finden. Der Vorteil der Runge-
Kutta Verfahren, im Vergleich zum Leapfrog Verfahren, ist, dass in der Zeit rein vorwarts gerechnet

wird. Beim Leapfrog Verfahren muss nach jeder Anderung der Schrittweite ein Schritt mit dem Euler

!praktisch wurde bei der Implementierung eine notwendige Grenze von 10% festgestellt (Raasch, pers. Mitteilung)



Verfahren gerechnet werden, um ein ¥,_1 mit dem passenden zeitlichen Abstand zu erhalten. Diese
Notwendigkeit entfallt bei Anwendung eines Runge-Kutta Verfahrens.
Zunichst wurde ein zweistufiges Runge-Kutta Verfahren zweiter Ordnung implementiert (DUR-
RAN (1999), Seiten 68ff.):
ki = F(¢n),
ke = F(¢n+ hnki),

Yni1 = Un+ shn(ke + ko).

Zur Implementation ist es giinstig, ¥n41 aus dem Zwischenergebnis 1 zu berechnen:

w = ¢n+hnF(¢n)a

fn + F (0, ©
Ynt1 = P+ 3ha(F() — F(tn)).

Das folgende dreistufige Runge-Kutta Verfahren dritter Ordnung hat bessere Stabilitdtseigen-
schaften als das zweistufige Verfahren (DURRAN (1999), Seiten 68ff.):

ki = F(¢n),
ko = F(’QZJn + %hnkl),
ks = F(wn - %hnkl + i_ghnk2)7

Ynt1 = Un+ 35hn(5ks + Okz + 16k3).

Zur Implementation ist es wiederum giinstig, 1n41 aus den beiden Zwischenergebnissen Y1 und

zu berechnen:

Y1 = Yo+ 1haF(¥n),

Vo = Y1+ ha(45F (1) — 25F (¢hn)), (4)

Uni1 = 2+ zgha(128F(d2) — 153F(1) + 85F(4n)).

Dieses Verfahren hat jedoch gegeniiber dem zweistufigen Verfahren (3) den Nachteil, daB es kost-
spieliger im Speicherbedarf ist, da ein Datenfeld mehr benétigt wird. Mit der Implementation (3)
miissen die GréBen tn, tny1, F(hn) gespeichert werden, die aktuelle Tendenz F(1)) wird nur lokal
bendtigt. Beim dreistufigen Verfahren sind es ¥n, ¥ny1, F(¢n), F(w~1). Dies kann vermieden werden,
indem nach dem zweiten Schritt in (4) die GréBen F(¢,) und F(y1) zusammengefasst und auf das

Feld F(¢1) gespeichert werden:

Y1 = Yo+ 1haF(¥hn),

Vo = U1+ z5hn(45F (1) — 25F (¢bn)),
F(1) = —153F(¢p1) + 85F (¢n)),
i1 = 2 + 5e5hn(128F(4h2) + F(1)).

(5)

2 Implementation

Die Verfahren werden in PALM im Modul prognostic_equations.f90 wie folgt implementiert.

Der neue Wert von v berechnet sich, hier exemplarisch fiir U, gemaB



u_p(k,j,i) = ( 1.0-tsc(1) ) * u_m(k,j,i) + tsc(l) * u(k,j,i)
+ dt_3d * (tsc(2) * tend(k,j,i) + tsc(3) * tu_m(k,j,i)
- tsc(4) * ( pk,j,i) - p(k,j,i-1) ) * ddx )
- tsc(b) * rdf(k) * ( u(k,j,i) - ug ),

wobei in u_p der neue Wert (hier: ui2), in u der aktuelle Wert (u1) und in u_m der Wert zum letzten
Zeitschritt gespeichert ist. tend ist die aktuelle Tendenz (F(u1)) und tu_m ist vorherige Tendenz
(F(un)). Der Druck wird mit p bezeichnet und rdf ist der Koeffizient fiir die Rayleigh-Dampfung, ug
ist der geostrophische Wind. Der Zeitschritt ist in dt_3d gespeichert, ddx bezeichnet die Gitterweite

in x-Richtung. Das eigentliche Zeitschrittverfahren ist im Koeffizientensatz tsc gespeichert, der im

Modul timestep_scheme_steering.f90 definiert wird (sieche Tabelle 1).

tsc(1l) tsc(2) tsc(3) tsc(4) tsc(5) Verfahren
1 1 0 1 1 Euler
0 2 0 1 2 Leapfrog
1 1 0 1 0 RK2, erster Teilschritt
1 % —% 0 1 RK2, zweiter Teilschritt
1 % 0 1 0 RKS3, erster Teilschritt
1 2 -z 0 0 RK3, zweiter Teilschritt
1 = i 0 1 RK3, dritter Teilschritt

Tabelle 1: Faktoren fiir die in PALM implementierten Zeitschrittverfahren.

Der Koeffizient tsc(4) bestimmt die Priakonditionierung des Drucklosers. Dieser darf pro Zeit-
schritt nur einmal aufgerufen werden, da sonst der Druckloser iiberkonditioniert wird. Bei den mehr-
stufigen Runge-Kutta Verfahren ist es sinnvoll, den Aufruf im jeweils ersten Teilschritt zu tatigen. Der
Koeffizient tsc(5) steuert die Rayleigh Dampfung und wird jeweils im letzten Teilschritt aktiviert.

Beim Leapfrog Verfahren geht der entsprechende Term zweifach ein, da sich dieses Verfahren iiber

2 Schrittlangen erstreckt.



3 Beispielmodellkonfiguration

Die neu implementierten Verfahren wurden durch Integration der Beispielmodellkonfiguration getes-
tet, in der eine quasi-stationare, konvektive, atmospharische Grenzschicht ohne mittleren Horizontal-
wind simuliert wird (siehe Anhang). Als Referenz wurde die Integration mit dem Leapfrog Verfahren
und einem CFL Faktor von 0.2 gewahlt. Diesem Modelllauf wurden L3iufe mit den Runge-Kutta
Verfahren und unterschiedlichen CFL Faktoren gegeniibergestellt. Alle Integrationen wurden auf 2
Prozessoren eines Rechners des lokalen Linuxclusters durchgefiihrt. Die Runge-Kutta Verfahren sind
bis CFL=1 stabil. Das zweistufige Runge-Kutta Verfahren (3) ist bei einem CFL Faktor von 0.9 um
den Faktor ~ 5 schneller als das Referenzverfahren, das dreistufige Runge-Kutta Verfahren (4) ergibt
bei einem CFL Faktor von 0.9 einen Rechenzeitgewinn um den Faktor ~ 3.5. Ergebnisse sind in den
Tabellen 2 und 3 dargestellt. Abbildungen 1 - 3 zeigen Zeitreihen einer Integration iiber 6 Stunden.
Die Zeitreihen der Runge-Kutta Liufe zeigen die gleichen GroBenordnungen wie der Referenzlauf.

Die Geschwindigkeiten sind bis zum Ende der Integration stabil und wachsen nicht weiter an.

Lauf Verfahren CFL hn Umax  Vmax  Wmax Zi Iter Zeit  Zeitfaktor
1 1 1

- - s - ms " ms " ms’ m - s -
0 Leapfrog 0.2 146 -2.04 -253 342 800 2487 534 1.00
1 RK2 02 228 -235 -207 436 950 1196 387 1.38
2 RK2 04 569 -283 286 352 900 593 198 2.70
3 RK2 06 747 -233 -214 3.89 850 411 143 3.73
4 RK2 0.8 952 -255 -225 420 800 316 110 4.86
5 RK2 0.9 11.00 -2.60 -226 398 850 286 99 5.39
6 RK2 1.0 1260 3.06 283 3.90 900 263 99 5.39
7 Leapfrog 0.2 101 -3.60 -341 498 1250 20221 54710 1.00
8 RK2 09 884 -356 3.02 509 1200 2217 12507 4.37
9 Leapfrog 02 086 389 -438 550 1450 42740 - -
10 RK2 09 892 336 394 504 1400 4691 - -

Tabelle 2: Testergebnisse fiir das zweistufige Runge-Kutta Verfahren (3). Der CFL Faktor ist mit
'CFL’, die Zeitschrittlinge am Ende der Integration mit h,, bezeichnet. Umax, Vimax und Wy sind
die maximalen Geschwindigkeitskomponenten und z; die erreichte Grenzschichthéhe. Die Anzahl der
Iterationen ist mit 'lter’ bezeichnet. Der Zeitfaktor bezieht sich auf den jeweiligen Referenzlauf. Alle
L3ufe sind auf 2 Prozessoren des lokalen Linuxclusters gerechnet. Lauf 0-6: Beispielmodellkonfigu-
ration. Lauf 7,8: 6 Stunden Integration und 120 x 120 x 64 statt 40 x 40 x 40 Gitterpunkte; Lauf
11,12: Wie Lauf 9,10, aber 12 Stunden Integration.



Lauf Verfahren CFL hn Umax  Vmax Wmax Z; Iter Zeit  Zeitfaktor
1 1 1

- s - ms - ms - ms’ m - s -
0 Leapfrog 02 146 -204 -253 342 800 2487 534 1.00
1 RK3 02 269 -28 -235 370 900 1169 633 0.84
2 RK3 04 519 227 -218 3.86 900 595 476 1.12
3 RK3 06 791 -272 -287 3.85 900 405 220 2.43
4 RK3 0.8 987 -242 -260 391 900 313 177 3.02
5 RK3 09 1110 253 -266 394 900 282 151 3.54
6 RK3 1.0 1240 -237 -251 4.04 900 257 137 3.90
7 Leapfrog 0.2 101 -3.60 -341 498 1250 20221 54710 1.00
8 RK3 09 993 -330 323 456 1200 2173 13933 3.93
9 Leapfrog 0.2 086 389 -438 550 1450 42740 - -
10 RK3 09 731 -38 -351 6.16 1450 4575 - -

Tabelle 3: Testergebnisse fiir das dreistufige Runge-Kutta Verfahren (4). Bezeichnungen wie in Tabelle
2.



dt

\

(
0.0+10°

2.0+10°

4.0+10°

6.0+10°

8.0+10°

1.010" 1.2+
time in s

10°

1.4+10"

1.6+10"

1.8+10"

2.0+10"

% 98|
0.0+10° 2.0+10° 4.0+10 6.0+10° 8.0+10° 1.0+10" 1.2+10" 1.4+10" 1.6+10"
time in s
150(
2z_i_pt
[ — = T === a—== 2 4_W,
100 H e = B S s meslR L =
fuhuU AL =
f l
I
B
(
0.0+10° 2.0+10° 4.0+10° 6.0¢10° 8.0+10° 1.010" 1.2¢10° 1.4+10" 1.6+10" 1.8+10" 2.0+10"
time in s
1 l pt(0)
30
S F——
L
302§
///_’_’_,_,__———
E—
/—’—'/
S
%0(?-‘10(\ 2.0+10° 4.0+10° 6.0+10° 8.0+10° 1.0+10" 1.2¢10" 1.4+10" 1.6+10" 1.8+10" 2.0+10"
time in s

Abbildung 1: Zeitserie des Referenzlaufes (Lauf Nr. 7 in Tabelle 2, Leapfrog, CFL Faktor 0.2).
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Abbildung 2: Zeitserie eines Runge-Kutta-2 Laufes (Lauf Nr. 8 in Tabelle 2, CFL Faktor 0.8).
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Abbildung 3: Zeitserie eines Runge-Kutta-3 Laufes (Lauf Nr. 8 in Tabelle 3, CFL Faktor 0.9).




Es wurden iiberdies Spektren der Geschwindigkeiten und der potentiellen Temperatur betrachtet.
Ergebnisse sind in Abbildungen 4 - 9 dargestellt. Die in x-Richtung ermittelten Spektren der Runge-
Kutta Laufe sind im wesentlichen vergleichbar mit dem Referenzlauf. Auffallig sind jedoch die fehlen-
den Spitzen im Spektrum der U und W Geschwindigkeiten, die im Referenzlauf bei k ~ 4x 1073 m~1!
(Abb. 4) auftreten. In den in y-Richtung ermittelten Spektren treten diese Unterschiede nicht auf.
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Abbildung 4: Ausgewahlte Spektren der Geschwindigkeiten und der potentiellen Temperatur. Refe-

renzlauf, in x-Richtung ermittelt und nach 6 Stunden Integration (Lauf Nr. 7 in Tabelle 2, Leapfrog,
CFL Faktor 0.2).



PALM 28 run: rk2test.00 host: lcmuk 04-02-04 07:37:01
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Abbildung 5: Ausgewahlte Spektren der Geschwindigkeiten und der potentiellen Temperatur. Zwei-
stufiges Runge-Kutta Verfahren, in x-Richtung ermittelt und nach 6 Stunden Integration (Lauf Nr.

8 in Tabelle 2, CFL Faktor 0.9).
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Abbildung 6: Ausgewdhlte Spektren der Geschwindigkeiten und der potentiellen Temperatur. Drei-
stufiges Runge-Kutta Verfahren, in x-Richtung ermittelt und nach 6 Stunden Integration (Lauf Nr.
8 in Tabelle 3, CFL Faktor 0.9).
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PALM 2.8 run: leapfrog.00 host: lcmuk 06-02-04 13:51:23
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Abbildung 7: Ausgewahlte Spektren der Geschwindigkeiten und der potentiellen Temperatur. Refe-
renzlauf, in y-Richtung ermittelt und nach 6 Stunden Integration (Lauf Nr. 7 in Tabelle 2, Leapfrog,
CFL Faktor 0.2).
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Abbildung 8: Ausgewahlte Spektren der Geschwindigkeiten und der potentiellen Temperatur. Zwei-
stufiges Runge-Kutta Verfahren, in y-Richtung ermittelt und nach 6 Stunden Integration (Lauf Nr.
8 in Tabelle 2, CFL Faktor 0.9).
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Abbildung 9: Ausgewidhlte Spektren der Geschwindigkeiten und der potentiellen Temperatur. Drei-

stufiges Runge-Kutta Verfahren, in y-Richtung ermittelt und nach 6 Stunden Integration (Lauf Nr.
8 in Tabelle 3, CFL Faktor 0.9).
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Es wurden ausserdem Vertikalprofile der potentiellen Temperatur, des Warmestroms, der Va-
rianz der Vertikalgeschwindigkeit und Temperatur sowie der Diffusion betrachtet. Abbildungen 10
- 12 zeigen Profile des 6-Stunden Modelllaufs. Hier zeigen sich keine signifikanten Unterschiede.
Die bodennahe Temperaturvarianz ist mit den Runge-Kutta Verfahren etwas hoher als im Referenz-
lauf, ebenso der Warmefluss. Letzterer weist aber schon nach 1 Stunde kaum Abweichungen vom

Referenzlauf auf.
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Abbildung 10: Vertikalprofile der potentiellen Temperatur, des Warmestroms, der Varianz der Verti-
kalgeschwindigkeit und Temperatur sowie der Diffusion. Ausgabe alle 60 min., jeweils iiber 30 min.
gemittelt, 6 Stunden Integration mit dem Leapfrog Verfahren (Lauf Nr. 7 in Tabelle 2, CFL Faktor
0.2).
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Abbildung 11: Vertikalprofile der potentiellen Temperatur, des Warmestroms, der Varianz der Verti-
kalgeschwindigkeit und Temperatur sowie der Diffusion. Ausgabe alle 60 min., jeweils iiber 30 min.
gemittelt, 6 Stunden Integration mit dem zweistufigen Runge-Kutta Verfahren (Lauf Nr. 8 in Tabelle
2, CFL Faktor 0.9).
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Abbildung 12: Vertikalprofile der potentiellen Temperatur, des Warmestroms, der Varianz der Verti-
kalgeschwindigkeit und Temperatur sowie der Diffusion. Ausgabe alle 60 min., jeweils iiber 30 min.
gemittelt, 6 Stunden Integration mit dem dreistufigen Runge-Kutta Verfahren (Lauf Nr. 8 in Tabelle
3, CFL Faktor 0.9).
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4 Verlagerung eines Rankine Wirbels

In einem zweiten Test sollen die numerischen Verfahren nun anhand der Verlagerung eines Rankine
Wirbels untersucht werden. Hierbei wird in der Mitte des Modellgebietes ein Wirbel aufgeprigt, des-
sen Kernradius 8 Ax betragt, der exponentiell abfallende Teil reicht bis 32 Ax (siehe init-rankine.f90).
Dabei sind Gleitreibungsrandbedingungen fiir u und v notwendig. Um den Wirbel nicht zu deformie-
ren, sind auBerdem hdhenkonstante Geschwindigkeiten wahrend der Simulation erforderlich, d.h. die

Diffusion muss abgeschaltet sein. Der Wirbel wird mit einem Grundstrom von ug =vg =5ms~

verlagert. Ergebnisse einer 30-miniitigen Modellsimulation sind in Tabelle 4 dargestellt.

Tabelle 4: Testergebnisse fiir die Verlagerung eines Rankine Wirbels.

maximalen Geschwindigkeitskomponenten. Die Anzahl der lterationen ist mit 'lter’ bezeichnet. Der

Lauf Verfahren CFL hn Umax V max W nax [ter
- - - - ms~! ms~! ms—1 -
0 Leapfrog 0.2 197 50446 5.0288 -0.0057 914
1 RK2 0.9 232 18.2787 18.0010 12.8893 721
2 RK3 0.9 8.87 5.0486 5.0307 -0.0056 203
3 RK2 0.5 1.44 13.8734 14.3651 10.0549 1243
4 RK2 0.2 197 50640 5.0412 -0.0057 914
5 RK3 0.2 197 50548 5.0358 -0.0057 914

Zeitfaktor bezieht sich auf den Referenzlauf.

Der CFL Faktor ist mit 'CFL’,

die Zeitschrittlinge am Ende der Integration mit h, bezeichnet. Unax, Vimax und Wpax sind die

time in s
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P o
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Abbildung 13: Zeitserie der Geschwindigkeitsmaxima und der Zeitschrittlange fiir den Referenzlauf

(Lauf Nr. 0 in Tabelle 4, CFL Faktor 0.2).
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Abbildung 14: Zeitserie der Geschwindigkeitsmaxima und der Zeitschrittlange mit dem zweistufigen

Runge-Kutta Verfahren (3) und CFL Faktor 0.9 (Lauf Nr. 1 in Tabelle 4).
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Abbildung 15: Zeitserie der Geschwindigkeitsmaxima und der Zeitschrittlange mit dem zweistufigen
Runge-Kutta Verfahren (3) und CFL Faktor 0.2 (Lauf Nr. 4 in Tabelle 4).
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Abbildung 16: Zeitserie der Geschwindigkeitsmaxima und der Zeitschrittlinge mit dem dreistufigen
Runge-Kutta Verfahren (4) und CFL Faktor 0.9 (Lauf Nr. 2 in Tabelle 4).
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Es werden nun Schnitte des Stordrucks und der u-Komponente der Vertikalgeschwindigkeit be-
trachtet. Hierbei fillt auf, dass sich die Ergebnisse des Leapfrog Verfahrens und des dreistufigen
Runge-Kutta Verfahrens hinsichtlich der zeitlichen Entwicklung des Stordrucks so gut wie gar nicht
unterscheiden (siehe Abb. 17, 19). Beziiglich der Geschwindigkeiten sind jedoch signifikante Unter-
schiede sichtbar: So iiberwiegen beim Leapfrog Verfahren Muster in Stromungsrichtung (Abb. 18),
wahrend die Muster mit dem dreistufigen Runge-Kutta Verfahren oft quer zur Strémungsrichtung
verlaufen (Abb. 20). Ausserdem ist der Wirbel beim Runge-Kutta Verfahren zum Teil nicht so klar
erkennbar wie mit dem Leapfrog Verfahren. Dies dndert sich jedoch, wenn auch das Runge-Kutta
Verfahren mit CFL=0.2 gerechnet wird (siche Abb. 21). Die Muster quer zur Strémungsrichtung

verschwinden und auch der Wirbel ist durchgangig klarer erkennbar.
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Abbildung 17: Zeitliche Entwicklung des Stérdrucks mit dem Leapfrog Verfahren und CFL Faktor
0.2 (Lauf Nr. 0 in Tabelle 4).
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Abbildung 18: Zeitliche Entwicklung der u-Komponente der Geschwindigkeit mit dem Leapfrog Ver-
fahren und CFL Faktor 0.2 (Lauf Nr. 0 in Tabelle 4).
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Abbildung 19: Zeitliche Entwicklung des Stérdrucks mit dem dreistufigen Runge-Kutta Verfahren (4)

und CFL Faktor 0.9 (Lauf Nr. 2 in Tabelle 4).

24




[(aze

00000

00000

00000

6000472 E

40001

2000+ ?

60004

4000

2000+

Abbildung 20: Zeitliche Entwicklung der u-Komponente der Geschwindigkeit mit dem dreistufigen
Runge-Kutta Verfahren (4) und CFL Faktor 0.9 (Lauf Nr. 2 in Tabelle 4).
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Abbildung 21: Zeitliche Entwicklung der u-Komponente der Geschwindigkeit mit dem dreistufigen

Runge-Kutta Verfahren (4) und CFL Faktor 0.2 (Lauf Nr. 5 in Tabelle 4).
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5 Fazit

Waihrend beim Test der Beispielmodellkonfiguration das zweistufige Runge-Kutta Verfahren am bes-
ten abschneidet und gegeniiber dem bisherigen Referenzverfahren (Leapfrog mit CFL 0.2) einen
Rechenzeitgewinn von bis zu 500% erzielt, ist bei der Verlagerug des Rankine Wirbels nur das drei-
stufige Runge-Kutta Verfahren dhnlich stabil wie das Referenzverfahren. Das dreistufige Runge-Kutta
Verfahren erzielt einen Rechenzeitgewinn von ca. 350%. Bei gleichem CFL Faktor ist iiberdies das
dreistufige Runge-Kutta Verfahren durch die hohere Ordnung genauer als das zweistufige Verfahren.
Es wird daher als neues Standardverfahren empfohlen. Je nach Modellkonfiguration kann im Einzelfall
auch das schnellere zweistufige Verfahren zum Einsatz kommen, was von Fall zu Fall entschieden

werden muss.
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