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Zusammenfassung

Dokumentation des Upstream-Spline Advektionsverfahrens. Es behandelt die all-
gemeine Berechnung des Splines und die Berechnung im speziellen bei Verwen-
dung bestimmter Randbedingungen. Zusétzlich wird die Losung tridiagonaler li-
nearer Gleichungssysteme vorgestellt. Abschliefend wird ein selektiver Filter vorge-
stellt, der es ermoglicht sogenannte 2A-Instabilitdten, welche zum Beispiel bei der
Upstream-Spline Advektion kiinstlich angeregt werden, auszufiltern.

Gesucht ist die Losung der Advektionsterme in prognostischen Gleichungen, welche hier
fiir eine allgemeine Grofse ¢ und die Raumrichtung z formuliert:
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lauten. Ist die advehierende Geschwindigkeit u konstant, so entspricht die Lésung von
(1) der Verlagerung von 1 um die Distanz u - At innerhalb des Zeitintervalls A¢. Die nu-
merische Losung von (1) setzt eine konstante Verlagerungsgeschwindigkeit wiahrend eines
Zeitschritts At voraus. Entspricht die Verlagerungsdistanz w- At nicht dem ganzzahligen
Vielfachen der numerischen Gitterweite, so ist die Anwendung eines Interpolationsver-
fahrens notwendig, um Werte von v zwischen den Maschenpunkten zu erhalten.

Der Unterschied zu anderen Advektionsverfahren, wie zum Beispiel dem Upstream-
Verfahren oder dem Verfahren von Piacsek und Williams, bei denen zur Beschreibung
der Advektion eine Approximation von Differenzenquotienten vorgenommen wird, liegt
darin, daf bei dem Upstream-Spline Advektionsverfahren die Strémung durch eine inter-
polierende Funktion angenédhert wird. Als interpolierende Funktion setzt das Upstream-
Spline Advektionsverfahren eine kubische Splinefunktion sa an. Es handelt sich dabei
um eine Funktion, die auf jedem Teilintervall [z;,z;11], mit ¢ = 0,..., N — 1, zweimal
stetig differenzierbar sind und dort mit einem Polynom dritten Grades iibereinstimmen.
Eine Splinefunktion ist somit stiickweise aus N kubischen Polynomen so zusammenge-
setzt, daf die Funktion sa selbst und ihre beiden ersten Ableitungen an den Stellen z;,
mit ¢ = 1,..., N — 1, keine Sprungstellen besitzen (STOER, 1972). D. h. an den Rand-
punkten der Teilintervalle werden die Splinefunktionen sa ; durch folgende Beziehungen



miteinander verkniipft:

sai(®i) = sau+1(zi)

sni(®i) = Shipi(z) fir i=0,...,N—1
" o

sni(i) = saip(@i)

sAi(zi) ist hier die auf dem i-ten Teilintervall giiltige Splinefunktion und z; sind die
Knotenpunkte (Stiitzstellen) des Splines. Sie entsprechen des Knotenpunkten des nume-
rischen Gitters in die jeweilige betrachtete Raumrichtung.

Unter Verwendung der Steigungen der Splinefunktionen m;, kann die Splinefunktion
als
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formuliert werden (AHLBERG et al., 1967), mit h; = z; — 2;—1 = dx;. Fiir die advehierte
Grofe an einem Gitterpunkt ¢ zum Zeitpunkt ¢ + A gilt dann:
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mit a; = ui%. Fiir u; > 0 erhélt man durch Einsetzen von z — «; in (2):
PR = gl —mia+ [3 ((Qbffl - ¢f) + 2m; + mz‘—l] o’ (4)
— {mz +mi_1+2 (d’f—l — Q/Jf)] ad . (5)

Fiir u; < 0 folgt mit z 4+ a; (der Spline wird hier zwischen den Punkten z; und z; + 1
ausgewertet):

YA = Y+ mia+ [3 (¢f - 1/)f+1) +2m; + mz‘+1] o? (6)
- [mz +miy1 +2 (1/25 - ¢f+1)] o’ (7)

Unter der Voraussetzung, daf die Splinefunktionen an ihren Réndern stetig ineinander
iibergehen, ergibt sich folgende Bestimmungsgleichung fiir die Steigungen m;:
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folgt
A1 4 2m; + pimip = ¢ . (12)

Die Rénder des Modellgebietes miissen eine gesonderte Untersuchung erfahren. Hier-
zu ist die Formulierung von Randbedingungen notwendig, wobei zwischen lateralen und
vertikalen Randbedingungen unterschieden werden mufl. Lateral werden in der LES meist
zyklische Randbedingungen angesetzt. Der Index ¢ lduft hier nicht von 0 bis N, sondern
es gilt i = —1,...,nz + 1 (fiir z-Richtung). Es gilt:

wfl = Q/}nz und w[] = wnerl .

In vertikaler Richtung muf hingegen zwischen Neumannschen und Dirichletschen Rand-
bedingungen unterschieden werden. Der Laufindex fiir die vertikale Richtung bewegt sich
in den Grenzen 0 < ¢ < nz und es gilt:

1. Neumann-Réander:

8¢0,TLZ

ox; =0

2. Dirichlet-Réander:

Yoz = o = const
Jede Wahl der Randbedingung wirkt sich anders auf die Bestimmung der Splinekoeffizi-
enten m; aus, wie im folgenden erldutert wird.

Nichtperiodische Randbedingungen, Advektion in vertikaler Richtung

Fiir nichtperiodische Splinefunktionen (Neumann oder Dirichlet Randbedingungen) ist
die Angabe zweier zusétzlicher Randbedingungen fiir ¢ und ¢ = 0 bzw. ¢ = nz notwendig:

2mg + pom1 = co fiir i =0

AnzMpz—1 + 2My, = ¢p, fiir i =nz (13)
mit

po = An; =1
und

0= 3¢1i:1¢° bzw. Cnz = 3%;7:/’”1 . (14)

Dies gilt jedoch nur unter der Voraussetzung, daft die Kriimmungen der Ausgangs-

funktion ¢"(z) bzw. der Splinefunktionen s’ (z) an den Réndern verschwinden. Fiir

1=1,...,nz — 1 gilt weiterhin:
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c; = 3\ +3 (15)



Die einzige Unbekannte sind hier die Steigungen der Splinefunktionen m;. Zu ihrer
Bestimmung ist die Losung des folgenden linearen Gleichungssystems notwendig:

2my +  pomy = Cp
A1mg + 2my + pime = ¢
. (16)
AnzMpz—1 +  2mp, = Cnz
bzw.
2 pup mo €o
A1 2 H1 my c1
. (17)
Anz—1 2 MHnz—1 Mpz—1 Cnz—1
Anz 2 Mnz Cnz

(leere Plétze stehen fiir Nullen). Bei diesem linearen Gleichungssystem ist die Koeffizi-
entenmatrix eine Tridiagonalmatrix mit konstanten Koeffizienten, die ausschlieflich von
der Struktur des verwendeten Modellgitters abhéngen (siehe (9) und (10)).

Periodische Randbedingungen, Advektion in lateraler Richtung

Fiir zyklische laterale Randbedingungen (periodischer Splineansatz) kann (12) fiir s = 0
und ¢ = nz vollstindig formuliert werden:

Aom-1 + 2mg +  pomy =
)\lm() + 2m1 + H11msa == (&)
. (18)
AnzMpz—1 + 2Mpg  + MnzMnz+1 = Cpg
Unter Verwendung der Bedingungen fiir den zyklischen Rand
SA($—1) = SA(Q;nx) > m_1 = Mnpg, SA(wnac—i—l) = SA(Q;O) > Mpg4+1 = Mo
kann (18) zu
XoMpe  + 2mg  +  pemi = ¢
)\lm() + 2m1 + H11mso == C9
) (19)
AnzMpz—1 + 2Mpg  + MHnzMo = Cpg
umgeschrieben werden, was dem Losen von
2 o Ao mo co
At 2 p1 my c1
- (20)
Anz—1 2 Hnz—1 Mpr—1 Cnx—1
Hnaz Ang 2 Mng Cnx



dquivalent ist. Wie auch fiir den nichtperiodischen Fall sind hier die Koeffizienten der
Matrix nur von der Struktur des numerischen Gitters abhéngig, jedoch ist die Koeffizien-
tenmatrix keine Tridiagonalmatrix mehr, wodurch sich der Aufwand fiir die Losung des
Gleichungssystems erhoht.

Losen der linearen Gleichungssysteme

Sowohl im periodischen als auch im nichtperiodischen Fall kann die Koeffizientenmatrix
vor jeder Simulation einmal zur Verfiigung gestellt werden und fiir den Rest der Simulati-
on unveréndert bleiben. In PALM-1 geschieht die Bereitstellung der Koeffizientenmatrix
nach der Uberpriifung der Eingabeparameter (check_parameters.f90) in dem Unter-
programm init_advec.f90

Die Koeffizientenmatrix im nichtperiodischen Fall

Fiir tridiagonale Gleichungssysteme verringert sich der Rechenaufwand fiir das Standard-
Gauk-Losungsverfahren (Thomasalgorithmus). Ausgangspunkt fiir diesen Algorithmus
ist das folgende lineare Gleichungssystem:

A(nz+1)><(nz+1) m=c. (21)

Dem Standard-Gauk-Losungsverfahren folgend wird zunéchst die Matrix A, 41)x (n241)
in eine linke untere Dreiecksmatrix L(,,11)x(nz+1) und eine rechte obere Dreiecksmatrix
Rnz+1)x(nz+1) zerlegt. Da Ag, .1 1)« (n241) eine Tridiagonalmatrix ist und alle Elemente
aufser den Diagonal-, Subdiagonal- und Superdiagonalelementen gleich 0 sind, sind bei
den Matrizen L und R auch nur die Diagonal- und Subdiagonal bzw. die Diagonal-
und Superdiagonalelemente von 0 verschieden. Die Matrizen L und R nehmen deshalb
folgende einfache Gestalt an:

1 0

i 1
Linzt1)x(nzt1) = I, 1

ln, 1
und

do o

0 di m
Rinzt1)x(nza1) = . dy

Tnz—1
0 dn.

Die Zerlegung der Matrix kann, wie bereits angesprochen, einmalig vor Beginn der ei-
gentlichen Simulationen vorgenommen werden (init_advec.£90), wobei sich die Koeffi-
zienten wie folgt berechnen:

dg = 0,0,0 (22)



i = Qi1 mit 1=0,...,nz—1 (23)

= 2 mit i=1,...,nz (24)
di—
d;, = Qi — Qi—14 " l; mit 2=1,...,nz (25)

Gelost wird das Gleichungssystem (21) nun in zwei Schritten, denn es gilt:

Azt 1)x (net1) - T = Lnzt1)x(ne+1) Rinat ) x(na1) 77”5 =c
—.
Schritt 1: Linz41)x(nz+1) * y=rc
Schritt 2: Rinot1)x(natt) M= -

Die Koeffizientenmatrix im periodischen Fall
Im periodischen Fall handelt es sich bei der Matrix A(;341)x(nz+1) Um eine sogenannte
zyklische Tridiagonalmatrix der Form:

apo ap1 0 0 e B
aro a1 a0 e 0
0 . . -, :
A(nz+1)><(nz+1) = : .. . . . 0 ) (26)
0 Opr—1nz—1 Onzr—1nz
o 0 te 0 Ong,nr—1 Ong,ne

mit @ = pp, und G = Ap.
Gleichungssysteme dieser Form kénnen mit Hilfe der SHERMAN-MORRISON Formel
(PRESS et al., 1986) gelost werden, dabei gilt es zwei lineare Gleichungssysteme zu losen:

A(nac—l—l) X (nz+1) °

NI

SYASA)
S
2

A(nz+1)><(nz+1) ’
Die endgiiltige Losung m ergibt sich anschliefend zu:

Fz:@—(m)?. (29)

<)

Die Vektoren u und v sind dabei wie folgt definiert:

0% 1
0 0
u = , v =
0 0
Bl



Der Parameter y kann dabei beliebig gewdhlt werden. Er wird hier gemé&f des Vorschlages
von PRESS et al. (1986) zu v = —ag,o gewdhlt. Wird nun die Matrix Ap,pi1)x(nat1)
derart modifiziert, dafl gilt:

' af

]
Qg = @0,0 — 7Y und Cnznz = Onene — v

und

!

Gp,o @0,1
aio @11 a12

A(nac+1)><(nac+1) = . . . )

Onr—1nz—1 Onz—1,nz
’
Anz,nz—1 Upgna

so konnen die Gleichungen (27) und (28) wie herkémmliche tridiagonale Gleichungssy-
steme behandelt werden.

Der Thomasalgorithmus
Gelost werden die linearen Gleichungssysteme sowohl im nichtperiodischen als auch im
periodischen Fall mit dem sogenannten Thomasalgorithmus.

1. Vorwartssubstitution:

Yo = ¢p nichtperiodisch (30)
Yo = c¢o periodisch (31)
) 1 =1,...,nz nichtperiod.
R A _ p
Yi ¢ = liji—1 - yim1 mit { 1=0,...,nc period. (32)
2. Riickwadrtssubstitution:
yTLZ . . .
My, = nichtperiodisch (33)
dnz
y’rLI . .
Mpy = =—  periodisch (34)
dnl‘
Yi — Tig1 " Miq1 . t1=mnz—1,...,0 nichtperiod.
= 6
i d; m { t=nzx—1,...,0 period. (35)



Filterung der Daten auf 2A-Instabilitdten

Die Verwendung des Upstream-Spline Advektionsverfahrens hat zur Folge, dafs sich un-
realistische, numerisch bedingte 2A-Instabilitédten ausbilden kénnen. Um diese auszufil-
tern werden die advektiven Anderungen der prognostischen Variablen im Anschluf an
die Berechnung der Advektion in die jeweilige Raumrichtung einer Filterung auf diese
2A-Instabilititen unterzogen. Es wird ein sogenannter selektiver Filter von MAHRER
und PIELKE (1978) angewendet. Die ungefilterte Groke ¢ und die gefilterte Grofe ¢*
miissen dabei folgendes inhomogene, lineare Gleichungssystem mit symmetrischer, dia-
gonaldominanter, tridiagonaler Koeffizientenmatrix erfiillen:

(1=0)d_1 +2(1 +0) ¢; + (1 = 0) pj1q = di1 +2¢; + Pit1 (36)

(der Laufindex 7 moge fiir die Betrachtungen von 0 bis n laufen). Der Wert des Glattungs-
faktors bestimmt dabei, inwieweit von der Filterung auch Stérungen mit Wellenléingen
grofer als 2A betroffen sind. Damit diese aber, da nicht numerisch bedingt, méglichst un-
beeinflutt bleiben sollen, sollte der Glattungsfaktor so klein wie moglich gew#hlt werden
(0<6<0.1).

Ein Problem bei der Filterung stellen die Randpunkte des Modellgebietes (0 und n)
dar, da man fiir sie das Gleichungssystem (36) nicht formulieren kann. L&ft man die
Randpunkte jedoch ungefiltert, so gilt:

1 =1:
2(1+0)¢7 + (1 =0)p5 = ddo +2¢1 + b2

1< <n:
(1=08)¢;i 1 +2(1+0)p; +(1=0)pfy = i1 +2¢i+din1

1 =mn—1:

(37)

20+0)dpa +(1=08)dy, = dn1+2¢n 1+ 00

Gelost wird dieses Gleichungssystem mit dem bereits beschriebenen Thomasalgorithmus.

Tests haben gezeigt, dak die Wirkung des Filters abhéngig von der Anzahl der be-
trachteten Gitterpunkte, jedoch unabhéngig von der Formulierung fiir die Randpunkte
ist.

Ablauf in PALM-1

Die Umsetzung des Upstream-Spline Advektionsverfahrens in Verbindung mit der Filte-
rung auf 2A-Instabilitdten wird durch das Flufkdiagramm in Abbildung 1 verdeutlicht.



Initialisierung

Bereitstellung der Koeffizientenmatrizen

- - Bereitstellung der Korrekturterme/-faktoren
parles > init_3d_nodel — init_advec fir Sherman-Morrison-Formel
Allokieren der Felder fur Upstream-Spline Advektion
Zeitschritt
parles advec_?_ups Advektion von u, v, w, pt

v

spline_x

v

long_filter_x

'

spline_y

long_filter_y

spline_z

v

long_filter_z

Advektion in x-Richtung

Filterung in x-Richtung
fur long_filter_factor > 0.0

Advektion in y-Richtung

Filterung in y-Richtung
fur long_filter_factor > 0.0

Advektion in z-Richtung

Filterung in z-Richtung
fur long_filter_factor > 0.0

Abbildung 1: Ablaufplan fiir das

Upstream-Spline Advektionsverfahren
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